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第一章 拓扑空间简介

1.1 集论初步

确切地指定了的若干事物的全体叫做一个集合，简称集。集中的每一事物叫一个元素或

点。若 x 是集 X 的元素，则说 “x 属于 X”，并记作 x P X。符号 R 则代表 “不属于”。有
两种表示集合的方法，一种是一一列出其元素，元素间用逗号隔开，全体元素用花括号括起

来，如

X � t1, 4, 5.6u
表示由实数 1,4 以及 5.6 构成的集。另一种表示方法是指出集中元素的共性，如

X � tx | x 为实数u

表示 X 是全体实数的集合（这一特定集的通用记号为 R）, 而

X � tx P R | x ¡ 9u

则表示全体大于 9 的实数的集合。

不含元素的集叫空集，记作 H。
定义 1.1. 若集 A 的每一元素都属于集 X，就说 A 是 X 的子集，也说 A 含于 X 或 X 含

A，记作 A � X 或 X � A。规定 H 是任一集合的子集。A 称为 X 的真子集，若 A � X 且
A � X。集 X 和 Y 称为相等的（记作 X � Y），若 X � Y 且 Y � X
注 1.1. 子集定义的更确切表述本应是 “集 A 叫集 X 的子集，当且仅当 A 的每一元素都属

于 X”。但为方便起见，凡在定义中的 “若” 或 “当” 都是 “当且仅当” 之意。

本书用 � 代表 “定义为”，用 � 代表 “恒等” 或 “记作”，例如 C � A�B 的含义是 “把
A� B 记作 C”。采用这两个符号无非是为增加明确性，都换成等号也无妨。

定义 1.2. 集合 A，B 的并集，交集，差集和补集定义为：

并集 AY B� tx | x P A 或 x P Bu
交集 AX B� tx | x P A, x P Bu （条件 “x P A, x P B” 是 “x P A且x P B” 的简写，下

同。）
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8 第一章 拓扑空间简介

差集 A� B � tx | x P A, x R Bu （数学书常把差集记作 AzB或A � B，本书一律记作
A� B。）
若 A 是 X 的子集，则 A 的补集�A 定义为 �A� X�A

定理 1.1. 以上集运算符合如下规律：
交换律 AY B � BYA, AX B � BXA
结合律 pAY Bq Y C � AY pBY Cq, pAX Bq X C � AX pBX Cq
分配律 pAX Bq Y C � pAY Cq X pBY Cq, pAY Bq X C � pAX Cq Y pBX Cq
De Morgan 律 A� pBYCq � pA�Bq X pA�Cq, A� pBXCq � pA�Bq Y pA�Cq

证明. 交换律和结合律根据定义显然。
A � A Y C,B � B Y C，所以若 x P A, x P B 就有 x P A Y C, x P B Y C，即

AX B � pAY Cq X pBY Cq。同理，C � pAY Cq X pBY Cq。所以有

pAX Bq Y C � pAY Cq X pBY Cq

反过来，若 x P pAY Cq X pBY Cq，也即 x P pAY Cq, x P pBY Cq，而这可以有 4 种组合

x P A, x P B或x P A, x P C或x P C, x P B或x P C, x P C即 x P pAXBqYpAXCqYpBXCqYC，
注意到 pBX Cq Y C � C，就有 x P pAX Bq Y C。这就说明

pAY Cq X pBY Cq � pAX Bq Y C

综上 pAX Bq Y C � pAY Cq X pBY Cq。
类似地，AX C � A,BX C � B，可以证明

pAX Cq Y pBX Cq � pAY Bq X C

反过来，若 x P pAY Bq X C, 也即 x P pAY Bq, x P C, 这可以有两种情况，x P A, x P C 或
x P B, x P C，因此

pAY Bq X C � pAX Cq Y pBX Cq
综上 pAY Bq X C � pAX Cq Y pBX Cq
对于De Morgan律，x P A�pBYCq也即 x P A, x R pBYCq，即 x P A, x R B, x P A, x R C。

因此，x P pA� Bq X pA� Cq，反之也成立，这说明

A� pBY Cq � pA� Bq X pA� Cq

另一方面，A� B � A,A�C � A，因此 pA� Bq Y pA�Cq � A。又 x P A� B 说明
x R B，因此 x P pA � Bq Y pA � Cq 一方面说明 x P A，另一方面说明 x R B 或 x R C 即
x R BX C。因此，x P A� pBX Cq，反之也成立，这说明

pA� Bq Y pA� Cq � A� pBX Cq
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定义 1.3. 非空集合 X,Y 的卡氏积 X� Y 定义为

X� Y � tpx, yq | x P X, y P Yu

就是说，X� Y 是这样一个集合，它的每一个元素是由 X 的一个元素 x 和 Y 的一个元

素 y 组成的一个有序对 px, yq。多个（有限个1）集合的卡氏积可以类似定义，例如

X� Y � Z� tpx, y, zq | x P X, y P Y, z P Zu

而且规定卡氏积满足结合律，即 pX� Yq � Z � X� pY � Zq
例 1.1. R2 � R�R, Rn � R� � � � �R（共 n 个 R）. 既然 R2 的元素是由两个实数构成
的有序对，这两个实数就称为该元素的自然坐标。类似地，Rn 的每一个元素有 n 个自然坐

标。可见 Rn 天生就是有坐标的，但其他集合则未必。利用自然坐标可以给 Rn 的任意两个
元素定义距离的概念。

定义 1.4. Rn 的任意两个元素 x � px1, � � � , xnq, y � py1, � � � , ynq 之间的距离|y� x| 定义
为

|y� x|�
d

ņ

i�1

pyi � xiq2

定义 1.5. 设 X,Y 为非空集合。一个从 X 到 Y 的映射（记作 f : XÑ Y）是一个法则，它给

X 的每一个元素指定 Y 的唯一的对应元素。若 y P Y 是 x P X 的对应元素，就写 y � fpxq，
并称 y 为 x 在映射 f 下的像，称 x 为 y 的原像（或逆像）。X 称为映射 f 的定义域，X 的

全体元素在映射 f 下的像的集合（记作 frXs）称为映射 f : X Ñ Y 的值域。映射 f : X Ñ Y

和 f 1 : XÑ Y 称为相等的，若 fpxq � f 1pxq @x P X。
注 1.2. 通常也把 y � fpxq 写成 f : x ÞÑ y。请注意 ÞÑ 和 Ñ 的区别：f : XÑ Y 中的 Ñ 表
示 f 是从 X 到 Y（集合到集合）的映射；而 f : x ÞÑ y 中的 ÞÑ 则表示 x P X 在映射 f 下的

像是 y（元素到元素）。

注 1.3. 设 A � X，则 A 的元素在 f 下的像组成的子集记作 frAs，即

frAs � ty P Y | Dx P A使得y � fpxqu � Y

例 1.2. 普通微积分中的单值函数 y � fpxq 就是一个由 R（或其子集）到 R 的映射。

注 1.4. 从 R2 到 R 的映射给出一个二元函数。同理，从 Rn 到 Rm 的映射给出 m 个 n 元

函数。

定义 1.6. 映射 f : XÑ Y 叫一一的，若任一 y P Y 有不多于一个逆像（可以没有）。f : XÑ Y

叫到上的，若任一 y P Y 都有逆像（可以多于一个）。2

1无限多个集合的卡氏积也可定义，但已超出本书范围。
2不少数学书把本书的一一和到上映射分别叫单射和满射，把既是单射又是满射的映射叫一一映射（又称双射）。于是它们的

一一映射强于本书的一一映射。
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注 1.5. 1⃝ f 为到上映射的充要条件是值域 frXs � Y。 2⃝ 若 f 为一一映射，则存在逆映射

f�1 : frXs Ñ X。然而，不论 f : XÑ Y 是否有逆，都可以定义任一子集 B � Y 在 f 下的 “逆
像”f�1rBs 为

f�1rBs� tx P X | fpxq P Bu � X

注意，这里的 “逆像” 是 X 的子集而不是 X 的元素。例如，如果 X 有（且仅有）两个元素 x

和 x 1 在 f作用（即映射）下的像都是 y P Y，虽然逆映射 f�1 : Y Ñ X不存在，但把 y看作 Y

的独点子集（即 tyu）时 f�1rtyus（简记作 f�1rys）仍有意义，含义为 f�1rys � tx, x 1u � X。

定义 1.7. f : XÑ Y 称为常值映射，若 fpxq � fpx 1q @x, x 1 P X

定义 1.8. 设 X,Y,Z 为集，f : XÑ Y 和 g : Y Ñ Z 为映射，则 f 和 g 的复合映射g � f 是从

X 到 Z 的映射，定义为 pg � fqpxq� gpfpxqq P Z @x P X

注 1.6. 若 X � Y � Z � R，则复合映射 g � f 就是熟知的一元复合函数。

若 X 和 Y 是一般的集合，对 X 与 Y 之间的映射就只能提出 “一一” 和 “到上” 这两个
要求；但若 X 和 Y 还指定了某种结构，则往往可对 f : X Ñ Y 提出更多要求，例如可要求

f : R Ñ R 是连续的甚至光滑的。一元函数 f : R Ñ R 的连续性在微积分中早有定义（“ε –
δ 定义”），重述如下： 1⃝ 称 f 在点 x 连续，若 @ε ¡ 0Dδ ¡ 0 使得当 |x 1 � x|   δ 时有

|fpx 1q � fpxq|   ε； 2⃝ 称 f 在 R 上连续，若它在 R 的任一点连续。这一定义依赖于 R 中任
二元素的距离概念（对 R 而言距离就是坐标之差），似乎无法推广到没有距离定义的两个集
合之间的映射。然而细想发现，ε – δ 定义可用开区间概念（而无需距离概念）重新表述如
下：设 X � Y � R，映射 f : XÑ Y 叫做连续的，若 Y 中任一开区间的 “逆像” 都是 X 的开

区间之并（或是空集）。以上讨论从一个侧面说明 “开区间之并” 这一概念的用处：可以定义
映射 f : R Ñ R 的连续性。其实这一概念还有很多用处，因此往往有必要推广到除 R 外的
集合 X。为方便起见，把 R 的任一可以表为开区间之并的子集（连同空集 H）称为开子集。
为把开子集概念推广到任意集合 X，应先找出 R 的开子集的本质的、抽象的（因而可以推
广的）性质。它们是：

(a) R 和空集 H 都是开子集

(b) 有限个开子集之交仍是开子集

(c) 任意个开子集之并仍是开子集

把这三个性质推广，就可给任意集合 X 定义开子集概念。定义了开子集的集合叫拓扑

空间。由开子集的概念出发又可定义许多概念并证明许多定理，从而发展为一门完整丰富的

学科分支 — 点集拓扑学。下面将对拓扑空间的最基本内容做一介绍。
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1.2 拓扑空间

如前所述，R 的子集分为开子集和非开子集两大类（任一子集要么是开的，要么是非开
的。不要把非开子集称为闭子集。根据后面要讲的闭子集的定义，子集可以不开不闭，也可

以既开又闭。）开子集具有上述三个性质。对任意非空集合 X 也可用适当方式指定其中的某

些子集是开的，其他为非开的。为使这种指定有用，我们约定任何指定方式都要满足三个要

求：

(a) X 本身和空集 H 为开子集

(b) 有限个开子集之交为开子集

(c) 任意个（可以有限个也可以无限个）开子集之并为开子集

对同一集合，满足这三个要求的指定方式常常是很多的。例如，设 X 为任意集合，可

以指定 X 及 H 为开子集，其他子集都为非开。这当然满足上述三要求，其特点是开子集最
少，只有两个。然而也可采用另一种极端的指定，即指定 X 的任意子集都是开子集。不难

看出这种指定也满足上述三要求。上述两种指定虽然未必有太多用处，但它们至少能说明满

足上述三要求的指定方式不止一种。我们说，每种满足上述三要求的指定给集合 X 赋予了

一种附加结构，称为拓扑结构。对定义了拓扑结构的集合可以指着它的任一子集问：“这是
开子集吗？” 答案非 “是” 即 “否”，泾渭分明。反之，对没有定义拓扑结构的集合，这样的
问题毫无意义。定义了拓扑结构的集合 X 的全体开子集也组成一个集合，称为 X 的一个拓

扑，记作 T（是 topology 的首字母的花体大写）。用 P 代表由 X 的全体子集组成的集合，

则 X 的任一开子集 O 和任一非开子集 V 都是 P 的元素。X 的全体开子集组成 P 的一个

子集 T（注意，它不是 X 的子集），它就是 X 的拓扑。请注意符号 � 同 P 的区别：O � X
只表明 O 是 X 的子集，而 O P T 则表明 O 是 X 的开子集。以上铺垫有助于理解如下用

数学语言表述的定义。

定义 1.9. 非空集合 X 的一个拓扑T 是 X 的若干子集的集合，满足：

（a） X,H P T

（b） 若 Oi P T , i � 1, 2, � � � , n, 则
n�
i�1

Oi P T

（c） 若 Oα P T @α, 则
�
α

Oα P T

定义 1.10. 定义了拓扑 T 的集合 X 称为拓扑空间。拓扑空间 X 的子集 O 称为开子集（简

称开集）, 若 O P T 。

对同一集合 X 可以定义不同的拓扑 T（满足定义的 T 可以很多）。设 T1 和 T2 都是

X 的拓扑，则 X 的子集 A 可能满足 A P T1, A R T2，即 A 对 T1 而言（用 T1 衡量）是开
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集而对 T2 而言不是开集。可见 T1 和 T2 把 X 定义为两个不同的拓扑空间。为明确所选拓

扑起见，可用 pX,T q 代表拓扑空间。于是 pX,T1q 和 pX,T2q 代表不同的拓扑空间，虽然
它们的 “底集” 都是 X。在明确选定拓扑后也可只用 X 代表拓扑空间。

对给定的具体集合 X，应该选哪个拓扑使之成为一个拓扑空间？这取决于 X 自身的性

质以及我们关心哪些方面的问题。例如，对集合 Rn，在通常关心的大多数问题中都选所谓
的通常拓扑为拓扑。

例 1.3. 设 X 为任意非空集合，令 T 为 X 的全部子集的集合，则它满足拓扑的定义，故构

成 X 的一个拓扑，叫离散拓扑。

例 1.4. 设 X 为任意非空集合，令 T � tX,Hu，则它满足拓扑的定义，故构成 X 的一个
拓扑，叫凝聚拓扑。凝聚拓扑是元素最少的拓扑，而离散拓扑是元素最多的拓扑。

例 1.5.（1） 设 X � R，则 Tu � t空集或R中能表为开区间之并的子集u 称为 R 的通常拓
扑。

（2） 设 X � Rn，则 Tu � t空集或Rn中能表为开球之并的子集u 称为 Rn 的通常拓扑, 其
中，开球的定义为 Bpx0, rq� tx P Rn | |x� x0|   ru，x0 称为球心，r ¡ 0 称为半径。
R2 中的开球亦称开圆盘，R 中的开球就是开区间。

根据上述定义，R 中任一开区间用 Tu 衡量都是开集。然而，原则上也可以选其他拓扑

使 R 成为不同于 pR,Tuq 的拓扑空间。例如，若以凝聚拓扑衡量，则除 R 及 H 之外都不
是开集；反之，若以离散拓扑衡量，则 R 中任一子集（包括闭区间和半闭区间）都是开集。
今后在把 R 看做拓扑空间时，如无声明就是指 pR,Tuq

例 1.6. 设 pX1,T1q, pX2,T2q 为拓扑空间，X � X1 � X2，定义 X 的拓扑为

T � tO P X | O可表示为形如O1 �O2的集合之并, O1 P T1, O2 P T2u

则 T 称为 X 的乘积拓扑。

例 1.7. 设 pX,T q为拓扑空间，A为 X的任一非空子集。把 A看作集合，当然也可指定拓扑

（记作 S，是 S 的花体）使 A 成为拓扑空间，记作 pA,S q。由于 A 是 X 的子集，我们希望

S 与 T 有尽量密切的联系。如果 A P T ，问题很简单，只须定义 S � tV � A | V � T u。
然而，如果 A R T ，按上述定义就有 A R S，违背定义的条件。因此 S 的上述定义不合

法。一个巧妙的定义是

S � tV � A | DO P T 使V � AXOu

由上式可以证明即使 A R T 也有 A P S，而且 S 满足定义的其他条件。这样定义的 S

叫做 A 的、由 T 导出的诱导拓扑。以后在把 pX,T q 的子集 A 看作拓扑空间时，如无声

明都指 pA,S q, 其中 S 是由 T 诱导的拓扑。pA,S q 称为 pX,T q 的拓扑子空间。
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下面的例子有助于加深对诱导拓扑的理解。R2 中以 x0 为心的单位圆周 S1 定义为

S1 � tx P R2 | |x� x0| � 1u。设 A � R2 是 S1，由于它不能表为 R2 中的开球之并（一条
线窄到装不下任何开圆盘），A 用 R2 的 Tu 衡量不是开的。用前述定义给 A 定义诱导拓扑

S，则不但 A 用 S 衡量是开的，而且，设 V 是 A 中的任意一段（不含首末两点），则虽

然 V 用 Tu 衡量不是开集，用 S 衡量却是开的，因为存在开圆 O P Tu 使 V � AXO。
利用开集概念可对拓扑空间之间的映射定义连续性。下面给出两个等价的连续定义

定义 1.11.（a） 设 pX,T q和 pY,S q为拓扑空间。映射 f : XÑ Y 称为连续的，若 f�1rOs P
T @O P S。

（b） 设 pX,T q 和 pY,S q 为拓扑空间。映射 f : XÑ Y 称为在点 x P X 处连续，若对所有
满足 fpxq P G 1 的 G 1 P S，存在 G P T 使 x P G 且 frGs � G 1。f : XÑ Y 称为连续，

若它在所有点 x P X 上连续。

注 1.7. 不难看出，若 X � Y � R，T � S � Tu，上述定义就回到 ε – δ 定义。

定义 1.12. 拓扑空间 pX,T q 和 pY,S q 称为互相同胚，若存在映射 f : XÑ Y，满足（a）f
是一一到上的；（b）f 及 f�1 都连续。3 这样的 f 称为从 pX,T q 到 pY,S q 的同胚映射，简
称同胚。

普通函数 y � fpxq 的连续性和可微性用 Cr 表示，其中 r 为非负整数，C0 代表连续，

Cr 代表 r 阶导数存在并连续，C8 代表任意阶导数存在并连续（称为光滑）。虽然用开集概

念可以巧妙地把 C0 性推广到拓扑空间之间的映射，但 r ¡ 0 的 Cr 性则不能。事实上，对

拓扑空间之间的映射的最高要求已体现在同胚的定义中。同胚映射 f : XÑ Y 不仅在 X 和 Y

的点之间建立了一一对应的关系，而且还在 X 的开子集和 Y 的开子集之间建立了一一对应

的关系，因而一切由拓扑决定的性质都可 “全息” 地被 f“携带” 到 Y 中。因此，从纯拓扑学

角度看，两个互相同胚的拓扑空间就 “像得不能再像”，可以视作相等。

例 1.8. 任一开区间 pa, bq � R 与 R 同胚。

例 1.9. 圆周 S1 � R2 配以诱导拓扑（由 R2 的 Tu 诱导）可看做拓扑空间。它与 R 不同
胚。但挖去一点的圆周与 R 同胚。

例 1.10. 考虑欧氏平面上的一个圆和一个椭圆（均指圆周）。从拓扑学的角度看，pR2,Tuq是
拓扑空间，圆 S1和椭圆 E是 R2的两个子集：S1, E P R2。可用 Tu给 S1和 E分别定义诱导拓

扑使成两个拓扑空间 pS1,SS1q及 pE,SEq。可以证明存在同胚映射 f : pS1,SS1q Ñ pE,SEq，
所以从纯拓扑眼光看两者完全一样。

定义 1.13. N � X 称为 x P X 的一个邻域，若存在 O P T 使 x P O � N。自身是邻域的

开集称为开邻域。

3的确存在其逆不连续的一一到上的连续映射（用离散和凝聚拓扑）。
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注 1.8. 设 X � R，N � ra, bs，则 N 按定义是 x 的邻域，当且仅当 a   x   b。请特别注
意 “擦边” 情况：若 x � a，则 N 并非 x 的邻域，因为 R 不存在开集 O 使 x P O � N。

直观地说，要使 ra, bs 是 x 的邻域，x 在 ra, bs 中应有 “左邻右舍”。而 x � a 的任何 “左
邻” 都不属于 ra, bs，故 ra, bs 不应是 x � a 的邻域。另请注意如下微妙的例子：在拓扑空
间 r0,8q � R 中，r0, 1q 是 0 的开邻域，r0, 1s 是 0 的邻域4。

定义 1.14. N � X 称为 A � X 的一个邻域，若存在 O P T 使 A � O � N。

定理 1.2. A � X 是开集，当且仅当 A 是 x 的邻域 @x P A。

证明.（A） 设 A 为开，则 @x P A, DA P T 使 x P A � A，故由前述定义知 A 是 x 的邻域。

（B） 设 A 是 x 的邻域 @x P A，令 O � �
xPA

Ox（Ox P T 且满足 x P Ox � A），则 O � A。
又根据定义知 O P T ，故 A P T ，即 A 为开集。

定义 1.15. C � X 叫闭集，若 �C P T 。

定理 1.3. 闭集有以下性质：

（a） 任意个闭集的交集是闭集

（b） 有限个闭集的并集是闭集

（c） X 及 H 是闭集

证明. 由定义和 De Morgan 律易证。

可见任何拓扑空间 pX,T q 都有两个既开又闭的子集，即 X 和 H

定义 1.16. 拓扑空间 pX,T q 称为连通的，若它除 X 和 H 外没有既开又闭的子集。

例 1.11. 设 A 和 B 是 R 的开区间，A X B � H，以 T 代表由 R 的通常拓扑在子集
X � AYB 上的诱导拓扑，则拓扑空间 pX,T q 的既开又闭的子集除 X 和 H 外还有 A 和 B

（A 和 B 在诱导拓扑下自然是开的，又因为 A 和 B 互为补集，故又都是闭的），所以 pX,T q
是不连通的。这同 A 和 B 在直观上互不连通相吻合5。

设 pX,T q 为拓扑空间，A � X。分别定义 A 的闭包、内部和边界如下：

定义 1.17. A 的闭包Ā 是所有含 A 的闭集的交集，即

Ā�

£
α

Cα, A � Cα, � Cα P T

4将 r0,8q 记作 A。视其为拓扑空间即为其配备由 Tu 定义的诱导拓扑 TA � tV � A | DO P Tu使V � AXOu。现在

只要取 O � p�1,1q，则 V �AXO � r0,1q 是 A 中的开集，且满足 x P V � r0,1s。
5与直观感觉更一致的是称为 “弧连通” 的概念。它与连通概念有微妙差别。
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定义 1.18. A 的内部ipAq 是所有含于 A 的开集的并集，即

ipAq�
¤
α

Oα, Oα � A, Oα P T

定义 1.19. A 的边界 9A� Ā� ipAq，x P 9A 称为边界点。 9A 也记作 BA

定理 1.4. Ā，ipAq 及 9A 有以下性质：

（a） 1⃝Ā 为闭集， 2⃝A � Ā， 3⃝A � Ā 当且仅当 A 为闭集。

（b） 1⃝ipAq 为开集， 2⃝ipAq � A， 3⃝ipAq � A 当且仅当 A 为开集。

（c） 9A 为闭集

证明.（a）、（b）易证。（c）的证明如下：X� 9A � X� rĀ� ipAqs � pX� Āq Y ipAq。因为
Ā 为闭，故 X� Ā 为开，加之 ipAq 为开，故 X� 9A 为开，因而 9A 为闭。

定义 1.20. X 的开子集的集合 tOαu 叫 A � X 的一个开覆盖，若 A � �
α

Oα。也可以说

tOαu 覆盖 A。

1.3 紧致性

定义 1.21. 设 tOαu是 A � X的开覆盖。若 tOαu的有限个元素构成的子集 tOα1
, � � � , Oαn

u
也覆盖 A，就说 tOαu 有有限子覆盖。

定义 1.22. A � X 叫紧致的，若它的任一开覆盖都有有限子覆盖。

例 1.12. 设 x P X，则独点子集 A � txu 必紧致。

证明. 设 tOαu 是 A � X 的任一开覆盖，则 tOαu 中至少存在一个元素（记作 Oα1
）满足

x P Oα1
。于是 tOα1

u（作为 tOαu 的子集）是 A � txu 的开覆盖，故 tOαu 有有限子覆
盖。

例 1.13. A � p0, 1s � R 不是紧致的。

证明. 以 N 代表自然数集，则 tp1{n, 2q | n P Nu 是 A 的开覆盖，它没有有限子覆盖。

类似地，R 中任一开区间或半开区间都非紧致。

例 1.14. R 不是紧致的。

定理 1.5. R 的任一闭区间都紧致。

注 1.9. 不要以为闭集一定紧致（就连 R 中也有非紧致闭集）。紧性与闭性有密切联系，但
不等价，其关系体现在以下两定理中。
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为讲述以下定理，先补充以下定义。

定义 1.23. 拓扑空间 pX,T q 叫T2 空间或豪斯多夫空间，若

@x, y P X, x � y, DO1, O2 P T 使x P O1, y P O2且O1 XO2 � H

注 1.10. 常见的拓扑空间（如 Rn）都是 T2 空间。凝聚拓扑空间是非 T2 空间的一例。

定理 1.6. 若 pX,T q 为 T2 空间，A � X 为紧致，则 A 为闭集。

定理 1.7. 若 pX,T q 为紧致且 A � X 为闭集，则 A 为紧致。

定义 1.24. A � Rn 叫有界的，若存在开球 B � Rn 使 A � B。

定理 1.8. A � R 为紧致，当且仅当 A 为有界闭集。

定理 1.9. 设 A � X 紧致，f : XÑ Y 连续，则 frAs � Y 紧致。

由以上定理可得推论：同胚映射保持子集的紧致性。

定义 1.25. 在同胚映射下保持不变的性质称为拓扑性质或拓扑不变性。

例 1.15. 紧致性、连通性和 T2 性都是拓扑性质。有界性不是拓扑性质，例如开区间 pa, bq
同胚于 R，但前者有界而后者无界。由此还可看出长度也不是拓扑性质。

数学分析中有个熟知定理：闭区间上的连续函数必在该区间上取得其最大值和最小值。

下述定理是这一定理的推广。

定理 1.10. 设 X 紧致，f : XÑ R 连续，则 frXs � R 有界并取得其最大值和最小值。

定理 1.11. 设 pX1,T1q, pX2,T2q 紧致，则 pX1 � X2,T q 紧致（T 为 T1 和 T2 的乘积拓

扑）。

定理 1.12. A � Rn 紧致，当且仅当它是有界闭集。

简单应用举例 考虑 pR2,Tuq。设 S1 是 R2 中的任一圆周，易见它是有界闭集，于是
它为紧致。因为连续映射保紧致性，而 R 及其任一开区间都不紧致，可见 S1 不可能与 R
或其任一开区间同胚。类似地，R 中任一闭区间都不可能与 R 或其任一开区间同胚。

定义 1.26. 映射 S : NÑ X 叫 X 中的序列。

注 1.11. 通常把序列记作 txnu，其中 xn � Spnq P X, n P N。txnu 其实就是 X 中编了次

序的一串点。

定义 1.27. x P X叫序列 txnu的极限，若对 x的任一开邻域 O存在 N P N使 xn P O @n ¡
N。若 x 是 txnu 的极限，就说 txnu 收敛于 x。
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定义 1.28. x P X 叫序列 txnu 的聚点，若 x 的任一开邻域都含 txnu 的无限多点。

注 1.12. x 为 txnu 的极限 ñ x 为 txnu 的聚点，但反之不一定。

下述定理中有一条件涉及 “第二可数” 概念。元素个数有限的集成为有限集，否则称为
无限集。对有限集总可将其元素编号以便一个一个地数，所以有限集一定是可数集。但无限

集也不一定不可数，例如 N 就是可数的无限集。有限集比无限集简单，可数无限集比不可
数无限集简单。拓扑空间 pX,T q 称为第二可数的，若 T 存在可数子集 tO1, � � � , Oku � T

（或 tO1, � � � u � T ）使得任一 O P T 可被表示为 tO1, � � � , Oku（或 tO1, � � � u）的元素之
并。例如，pRn,Tuq 是第二可数的，因为 Tu 有这样的子集（它的每个元素 Oi 是一个开球，

球心的每个自然坐标都是有理数，半径也是有理数），使得任一 O P Tu 可被表为该子集的

元素之并。

定理 1.13. 若 A � X 紧致，则 A 中任一序列都有在 A 内的聚点。反之，若 X 为第二可数

且 A � X 中任一序列都有在 A 内的聚点，则 A 紧致。
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第二章 流形和张量场

2.1 微分流形

定义 2.1. 拓扑空间 pM,T q 称为n 维微分流形，简称 n 维流形，若 M 有开覆盖 Oα，即

M � �
α

Oα，满足

（a） 对每一 Oα，存在同胚 ψα : Oα Ñ Vα（Vα 是 Rn 用通常拓扑衡量的开子集）；

（b） 若 Oα XOβ � H，则复合映射 ψβ � ψ�1
α 是 C8（光滑）的。1

注 2.1. 1⃝ψβ � ψ�1
α 是从 ψαrOα XOβs � Rn 到 ψβrOα X Oβs � Rn 的映射。因 Rn 的

每点都有 n 个自然坐标，故 ψβ � ψ�1
α 提供了 n 个 n 元函数。所谓 ψβ � ψ�1

α 是 C8 的，

就是指这每一个 n 元函数都是 C8 的（n 元函数的 C8 性在微积分中早有定义）。2 2⃝设
p P Oα，则 ψαppq P Rn，故 ψαppq 有 n 个自然坐标。很自然地把这 n 个数称为 p 点在映

射 ψα 下获得的坐标。M 作为拓扑空间，其元素本来一般没有坐标，但作为流形，M 中位

于 Oα 内的元素（点）就可以通过映射 ψα 获得坐标。若 Oα XOβ � H，则 Oα XOβ 内
的点既可以通过 ψα 又可以通过 ψβ 获得坐标，这两组坐标一般不同。我们说 pOα, ψαq 构
成一个（局域）坐标系，其坐标域为 Oα；pOβ, ψβq 构成另一坐标系，其坐标域为 Oβ。于

是 Oα XOβ 内的点至少有两组坐标，分别记作 txµu 和 tx 1νu（µ, ν � 1, � � � , n）。由映射
ψβ � ψ�1

α 提供的、体现两组坐标之间关系的 n 个 n 元函数

x 11 � ϕ1px1, � � � , xnq, � � � , x 1n � ϕnpx1, � � � , xnq
就称为一个坐标变换。定义的条件（b）保证坐标变换中的函数关系 x 1µ � ϕµpx1, � � � , xnq
都是 C8 的。为方便起见也常称 txµu 为坐标系，虽然从 txµu 中看不出坐标域的范围。物
理学家也常把 x 1µ � ϕµpx1, � � � , xnq 记作 x 1µ � x 1µpx1, � � � , xnq。
定义 2.2. 坐标系 pOα, ψαq 在数学上又叫图，满足定义条件（a）、（b）的全体图的集合
tpOα, ψαqu 叫图册。条件（b）又称相容性条件，因此说一个图册中的任意两个图都是相容
的。

1此定义是光滑流形的一般定义。本书（以及通常在物理中）涉及的流形 M 还满足以下附加条件：作为拓扑空间，M 是

Hausdorff 的和第二可数的。今后谈到流形都指这种流形。
2上述定义中的流形是光滑流形的简称，把条件（b）的 C8 改为 Cr（r 为含零自然数）就成为 Cr 流形的定义。

19
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例 2.1. 设 M � pR2,Tuq。选 O1 � R2, ψ1 �恒等映射，则 tpO1, ψ1qu 便是只含一个图的
图册，故 R2 是 2 维流形，而且是能用一个坐标域覆盖的流形，称为平凡流形。根据这个图

册，R2 中每点的坐标就是它作为 R2 的元素天生就有的自然坐标。R2 的点当然也可用其他
坐标（如极坐标）描述。其实这无非是选择与图 pO1, ψ1q 相容的另一个图 pO2, ψ2q，其中
ψ2 把 p P O2 映为 ψ2ppq P R2，再把 ψ2ppq 的自然坐标称为 p 点的新坐标而已。但应注

意坐标域 O2 未必能包括 R2 的全体点（例如极坐标）。
同理可知 Rn 是 n 维平凡流形。

例 2.2. 设 M � pS1,S q，其中 S1 � tx P R2 | |x� o| � 1u 是以原点 o 为心的单位圆周，

S 是 R2 的 Tu 在 S1 上诱导的拓扑。则可证明 S1 是 1 维流形。

例 2.3. 设 M � pS2,S q，其中 S2 � tx P R3 | |x� o| � 1u 是以原点 o 为心的单位球面，

S 是 R3 的 Tu 在 S2 上诱导的拓扑。则可证明 S2 是 2 维流形。

设图册 tpOα, ψαqu 把拓扑空间 M 定义为一个流形，则此图册中的任意两个图自然是

相容的。但也可用另一图册 tpO 1
β, ψ

1
βqu 把同一M 定义为流形，这时有两种可能：1⃝这两个

图册不相容，即存在 Oα 和 O 1
β 使 Oα XO 1

β � H，且在 Oα XO 1
β 上 ψα 与 ψ 1

β 不满足定

义条件（b），这时就说这两个图册把 M 定义为两个不同的微分流形，并说这两个图册代表

两种不同的微分结构； 2⃝这两个图册是相容的，这时就说它们把 M 定义为同一个微分流形

（只有一种微分结构）。为方便起见，不妨把 tpOα, ψαq; pO 1
β, ψ

1
βqu 看成一个图册。更进一步，

索性把所有与 pOα, ψαq 相容的图都放到一起造出一个最大的图册。今后说到 M 是一个流

形时，总是默认已选定某一最大的图册作为微分结构。这使我们可以进行任意坐标变换。

微分流形与拓扑空间的重要区别是前者除有拓扑结构外还有微分结构，因此两个流形

之间的映射不但可谈及是否连续，还可谈及是否可微，乃至是否 C8。设 M 和 M 1 是两个

流形，维数依次为 n 和 n 1，tpOα, ψαqu 和 tpO 1
β, ψ

1
βqu 依次为两者的图册，f : MÑM 1 是

一个映射。@p PM，任取坐标系 pOα, ψαq 使 p P Oα 以及坐标系 pO 1
β, ψ

1
βq 使 fppq P O 1

β，

则 ψ 1
β

� f � ψ�1
α 是从 Vα � ψαrOαs 到 Rn1 的映射，因此相应于 n 1 个 n 元函数，它们的

Cr 性可用以定义 f : MÑM 1 的 Cr 性。

定义 2.3. f : MÑM 1 称为Cr 类映射，如果 @p PM，映射 ψ 1
β

� f � ψ�1
α 对应的 n 1 个 n

元函数是 Cr 类的。

注 2.2. 由于同一图册中各图相容，上述定义与坐标系 tpOα, ψαqu 及 tpO 1
β, ψ

1
βqu 的选择无

关。

定义 2.4. 微分流形 M 和 M 1 称为互相微分同胚，若存在 f : M Ñ M 1，满足（a）f 是一
一到上的；（b）f 及 f�1 是 C8 的。这样的 f 称为从 M 到 M 1 的微分同胚映射，简称微分

同胚。
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注 2.3. 1⃝ 微分同胚是对流形间的映射可以提出的最高要求（若流形上还有附加结构则另

当别论），互相微分同胚的流形可视作相等。2⃝ 只有维数相等的流形才可能微分同胚。3⃝ 若

把流形定义中的 Oα 和 Vα 看做流形，则 ψα 也是微分同胚。

映射 f : MÑM 1 的一个重要而简单的特例是 M 1 � R 的情况。这时 M 的每点对应着

一个实数，于是有如下定义：

定义 2.5. f : MÑ R 称为M 上的函数或M 上的标量场。若 f 为 C8 的，则称为M 上的光

滑函数。M 上全体光滑函数的的集合记作 FM，在不会混淆时简记为 F。今后在提到函数

而不加声明时都是指光滑函数。

例 2.4. R3 中位于 q 点的点电荷的电势是流形 M � R3 � tqu 上的光滑函数。

例 2.5. 坐标系 pO,ψq 的第 µ 坐标 xµ 是定义在 O 上的光滑函数。

函数 f : MÑ R 与坐标系 pO,ψq 结合可得一个 n 元函数 Fpx1, � � � , xnq，因为 n 个坐

标决定 O 中的唯一一点 p，而由 f : M Ñ R 可得唯一的实数 fppq。然而 f 与另一坐标系

pO 1, ψ 1q结合将给出另一 n元函数 F 1px 11, � � � , x 1nq，函数关系 F和 F 1 不同，因为 F � f � ψ�1

而 F 1 � f � ψ 1�1。可见与函数 f : MÑ R 相应的多元函数（指函数关系）是坐标系依赖的。
应注意区分函数（标量场）f 和它与坐标系结合而得的多元函数 F。

设 M,N 为流形，则它们必为拓扑空间，故 M�N 也是拓扑空间。不难利用 M,N 的

流形结构把 M�N 进一步定义为流形。设 M,N 的维数分别为 m,n，则 M�N 的维数是
m� n，即 dim pM�Nq � dimM� dimN。

2.2 切矢和切矢场

2.2.1 切矢量

定义 2.6. 实数域上的一个矢量空间是一个集合 V 配以两个映射，即 V � V Ñ V（叫加法）

及 R� V Ñ V（叫数乘），满足如下条件：

（a） v1 � v2 � v2 � v1, @v1, v2 P V;

（b） pv1 � v2q � v3 � v1 � pv2 � v3q, @v1, v2, v3 P V;

（c） D0 P V,使0� v � v, @v P V;

（d） α1pα2vq � pα1α2qv, @v P V, α1, α2 P R;

（e） pα1 � α2qv � α1v� α2v, @v P V, α1, α2 P R;

（f） αpv1 � v2q � αv1 � αv2, @v1, v2 P V, α P R;
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（g） 1 � v � v, @v P V。
注 2.4. 由此 7 条可以推出:（1）0 � v � 0，（2）@v P V, Du P V,使v� u � 0。约定把 u 记

作 �v。
今后也常把 V 的零元简写作 0，即符号 0 既代表 0 P R 又代表 0 P V。

定义 2.7. 映射 v : FM Ñ R 称为点 p PM 的一个矢量，若 @f, g P FM, α, β P R，有

（a）（线性性）vpαf� βgq � αvpfq � βvpgq;
（b）（莱布尼茨律）vpfgq � f|pvpgq� g|pvpfq，其中 f|p 代表函数 f 在 p 点的值，亦可记作

fppq。
注 2.5. 因 f 和 g 是 M 上的函数，故 fg 也是 M 上的函数，它在 M 的任一点 p 的值定

义为 fppq 与 gppq 之积。
根据定义，要定义 p 点的一个矢量只须指定一个从 FM 到 R 的、满足条件（a）、（b）

的映射，就是说，指定一个对应规律（法则），根据这一规律，每一 f P FM 对应于一个确定

的实数。因为这种映射很多，所以 p 点有很多（无限多）矢量。例如，设 pO,ψq 是坐标系，
其坐标为 xµ，则 M 上任一光滑函数 f P FM 与 pO,ψq 结合得 n 元函数 Fpx1, � � � , xnq，借
此可给 O 中任一点 p 定义 n 个矢量，记作 Xµ（其中 µ � 1, � � � , n）, 它（们）作用于任一
f P FM 的结果 Xµpfq 定义为如下实数：

Xµpfq� BFpx1, � � � , xnq
Bxµ

����
p

, @f P FM

其中 BFpx1, � � � , xnq{Bxµ|p 是 BF{Bxµ|px1ppq,��� ,xnppqq 的简写。今后也把 BFpx1, � � � , xnq{Bxµ
简写为 Bfpx1, � � � , xnq{Bxµ 或 Bfpxq{Bxµ 甚至 Bf{Bxµ。应认出 Bf{Bxµ 中的 f 代表 n 元函

数 Fpx1, � � � , xnq 而非标量场 f。于是上式可简写为

Xµpfq� Bfpxq
Bxµ

����
p

, @f P FM

定理 2.1. 以 Vp 代表 M 中点 p 所有矢量的集合，则 Vp 是 n 维矢量空间（n 是 M 的维

数），即 dimVp � dimM � n。
定义 2.8. 坐标域内任一点 p 的 tX1, � � � , Xnu 称为 Vp 的一个坐标基底，每个 Xµ 称为一

个坐标基矢，v P Vp 用 tXµu 线性表出的系数 vµ 称为 v 的坐标分量。

定理 2.2. 设 txµu和 tx 1νu为两个坐标系，其坐标域的交集非空，p为交集中的一点，v P Vp，
tvµu 和 tv 1νu 是 v 在这两个系的坐标分量，则

v 1ν � Bx 1ν
Bxµ

����
p

vµ

其中 x 1ν 是两系间坐标变换函数 x 1νpxµq 的简写。
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证明. 根据坐标分量的定义，v � vµXµ � v 1νX 1
ν。因此可以通过 Xµ 和 X 1

ν 之间的关系来找

到 vµ 和 v 1ν 之间的关系。为此，设 q 是两坐标域交集内的任一点，则标量场 f 在 q 点的

值 f|q 满足 f|q � fpxpqqq � f 1px 1pqqq，简记为 fpxq � f 1px 1q。另一方面，每一 x 1ν 又是 n

个 xµ 的函数（坐标变换关系），简记为 x 1ν � x 1νpxq，故 fpxq � f 1px 1pxqq。于是

Xµpfq � Bfpxq
Bxµ

����
p

� Bf 1px 1pxqq
Bxµ

����
p

�
�Bf 1px 1q

Bx 1ν
Bx 1ν
Bxµ



p

� Bx 1ν
Bxµ

����
p

X 1
νpfq, @f P FM

上式表明映射 Xµ 和 Bx 1ν{Bxµ|pX 1
ν 相等，即

Xµ � Bx 1ν
Bxµ

����
p

X 1
ν

所以 v � vµXµ � v 1νX 1
ν 可表为

vµ
Bx 1ν
Bxµ

����
p

X 1
ν � v 1νX 1

ν

因 tX 1
νu 中的 n 个基矢彼此线性独立，故得证。

上述定理称为矢量（的分量）变换式，许多书籍采用此式作为矢量的定义。

定义 2.9. 设 I 为 R 的一个区间，则 Cr 类映射 C : IÑM 称为 M 上的一条 Cr 类的曲线。

今后如无声明，“曲线” 均指光滑（C8 类）曲线。对任一 t P I，有唯一的点 Cptq PM 与之
对应。t 称为曲线的参数。

注 2.6. 此处的曲线与直观的曲线概念有密切联系，但也有差别。直观的曲线往往是指上述
映射 C : IÑM 的像，即 M 的子集 CrIs, 并且不提及参数。上述定义的曲线则是指映射本
身，是 “带参数的曲线”。3 设映射 C : IÑM 和 C 1 : I 1 ÑM 的像重合，则直观上往往认为

它们是同一曲线，但只要 C 和 C 1 是不同映射，根据定义，它们就是不同曲线。不过在大多

数情况下可以说 C 和 C 1 是 “同一曲线” 的两种参数化，准确地说，曲线 C 1 : I 1 ÑM 称为

曲线 C : IÑM 的重参数化，若存在到上映射 α : IÑ I 1，满足（a）C � C 1 � α；（b）由 α

诱导的函数 t 1 � αptq 有处处非零的导数。解释：由 C � C 1 � α 得

Cptq � C 1pαptqq � C 1pt 1q, @t P I

映射 α 的到上性保证 C 1rI 1s � CrIs，即两曲线映射有相同的像。4

注 2.7. 1⃝曲线 C的像也常记作 Cptq（而不是 CrIs），以表明曲线的参数为 t。应注意，若 t为

某一具体值（“死的”），则 Cptq只代表曲线像中的一点；只当把 t理解为 “可跑遍 I”时（“活
的”），Cptq才代表曲线的像。往往也把曲线的像简称为曲线。2⃝设 pO,ψq是坐标系，CrIs P O，

3但也存在这样的曲线映射 C : IÑM，其像竟然铺满整个M，很不像直观上的曲线。
4α 满足条件（b）保证 α 有一一性，加上到上性便知 C 也是 C1 的重参数化。
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则 ψ � C 是从 I � R 到 Rn 的映射，相当于 n 个一元函数 xµ � xµptq, µ � 1, � � � , n。这
n 个等式称为曲线的参数方程或参数表达式或参数式。一个简单的例子是 Rn 中以原点为
心的单位圆周，其在自然坐标系中的参数式为 x1 � cos t, x2 � sin t。

定义 2.10. 设 pO,ψq 为坐标系，xµ 为坐标，则 O 的子集

tp P O | x2ppq �常数, � � � , xnppq �常数u

可以看成以 x1 为参数的一条曲线（的像）（改变 x2, � � � , xn 的常数值则得另一曲线），叫
做x1 坐标线。xµ 坐标线可仿此定义。

例 2.6. 在 2 维欧氏空间中，笛卡儿系 tx, yu 的 x 及 y 坐标线是互相正交的两组平行直线，

极坐标系 tr,φu 的 φ 坐标线是以原点为心的无数同心圆，r 坐标线是从原点出发的无数半

直线。

直观的想法认为曲线上一点有无限多个彼此平行的切矢。但若把曲线定义为映射（“带
参数的曲线”），则一条曲线的一点只有一个切矢。定义如下：

定义 2.11. 设 Cptq 是流形 M 上的 C1 曲线，则线上 Cpt0q 点切于 Cptq 的切矢 T 是 Cpt0q
点的矢量，它对 f P FM 的作用定义为：

Tpfq� dpf � Cq
dt

����
t0

, @f P FM

注 2.8. 1⃝f : MÑ R 是 M 上的函数（标量场），不是什么一元函数，但与曲线 C : IÑM

的结合 f � C 便是以 t 为自变数的一元函数（也可记作 fpCptqq）。在不会混淆的情况下，
dpf � Cq{dt 也可简写成 df{dt。 2⃝Cpt0q 点切于 Cptq 的切矢 T 也常记作 B{Bt|Cpt0q，于是
上式也可写成

B
Bt
����
Cpt0q

pfq� dpf � Cq
dt

����
t0

�
dfpCptqq

dt

����
t0

, @f P FM

例 2.7. xµ 坐标线是以 xµ 为参数的曲线，又 p 点的坐标基矢 Xµ 就是过 p 的 xµ 坐标线

的切矢，故也常记作 B{Bxµ|p，于是坐标基矢 Xµ 对 f 的作用又可表为

B
Bxµ
����
p

pfq� Bfpxq
Bxµ

����
p

, @f P FM

可见符号 Bf{Bxµ 既可理解为 BFpx1, � � � , xnq{Bxµ，又可理解为坐标线的切矢 B{Bxµ 对标量
场 f 的作用。

定理 2.3. 设曲线 Cptq 在某坐标系中的参数式为 xµ � xµptq，则线上任一点的切矢 B{Bt 在
该坐标基底的展开式为

B
Bt �

dxµptq
dt

B
Bxµ

就是说，曲线 Cptq 的切矢 B{Bt 的坐标分量是 Cptq 在该系的参数式 xµptq 对 t 的导数。
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证明. 注意到 fpCpt0qq � fpxµpt0qq � fppq, @f P FM，因此

B
Bt
����
Cpt0q

pfq � dfpCptqq
dt

����
t0

� dfpxµptqq
dt

����
t0

� Bf
Bxµ

dxµptq
dt

����
t0

, @f P FM

对比等式的两边，可以发现 B{Bt 和 dxµptq
dt B{Bxµ 在同一点 p � Cpt0q 上对任一 f 的作用是

相等的，故定理得证。

定义 2.12. 非零矢量 u, v P Vp 称为互相平行的，若存在 α P R 使 v � αu。

由定义可知曲线的切矢依赖于曲线的参数化，一条曲线 Cptq 的一点 Cpt0q 只有一个切
于 Cptq 的切矢。直观上之所以认为曲线上一点有无数（互相平行的）切矢，是因为把曲线
理解为映射的像而不是映射本身（把无数个有相同像的曲线映射 “简并化”为一条曲线）。下
面的定理表明，若两条曲线 C 和 C 1 的像相同，则它们在任一像点的切矢互相平行。

定理 2.4. 设曲线 C 1 : I 1 Ñ M 是 C : I Ñ M 的重参数化，则两者在任一像点的切矢 B{Bt
和 B{Bt 1 有如下关系：

B
Bt �

dt 1ptq
dt

B
Bt 1

其中 t 1ptq 是由映射 α : IÑ I 1 诱导而得的一元函数，即 αptq。

根据定义，@p PM，若指定任一曲线 Cptq 使 p � Cpt0q，则 Vp 中必有一元素可被视

为该曲线在 Cpt0q 点的切矢。现在问：指定 Vp 中任一元素 v，可否找到过 p 的曲线，其在

p 点的切矢是 v。答案是肯定的：这种曲线不但存在，而且很多。例如，任选坐标系 txµu 使
p 含于其坐标域内，则以 xµptq � xµ|p � vµptq 为参数式的曲线便是所需曲线，其中 vµ 是

v 在该系的坐标分量。

综上所述，Vp 中任一元素可视为过 p 的某曲线的切矢，因此 p 点的矢量亦称切矢量，

Vp 则称为 p 点的切空间。

2.2.2 流形上的矢量场

定义 2.13. 设 A 为 M 的子集。若给 A 中每点指定一个矢量，就得到一个定义在 A 上的

矢量场。

例 2.8. 非自相交曲线 Cptq 上每点的切矢构成 Cptq（看作 M 的子集）上的一个矢量场。

设 v 是 M 上的矢量场，f 是 M 上的函数，则 v 在 M 的任一点 p 的值 v|p 将按定义
把 f 映射为一个实数 v|ppfq，它在 p 点跑遍 M 时构成 M 上的一个函数 vpfq。因此，矢量
场 v 可视为把函数 f 变为函数 vpfq 的映射。

定义 2.14. M 上的矢量场 v 称为C8 类（光滑）的，若 v 作用于 C8 类函数的结果仍为 C8

类函数，即 vpfq P FM, @f P FM。v 称为Cr 类的，若 v 作用于 C8 类函数得 Cr 类函数。
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今后如无声明，“矢量场” 均指光滑（C8）矢量场。

例 2.9.（1） 坐标基矢 tXµ � B{Bxµu 构成坐标域上的 n 个光滑矢量场，叫坐标基矢场。

（2） R3 中位于 q 的点电荷的静电场强 E⃗ 是流形 M � R3 � q 上的光滑矢量场。

定理 2.5. M 上的矢量场 v 是 C8（或 Cr）类的充要条件是它在任一坐标基底的分量 vµ 为

C8（或 Cr）类函数。

设 v 为 M 上的光滑矢量场，则 vpfq P FM, @f P FM。若 u 为 M 上另一光滑矢量场，

则 upvpfqq P FM。但函数 upvpfqq 未必等于 vpupfqq，于是有如下定义

定义 2.15. 两个光滑矢量场 u 和 v 的对易子是一个光滑矢量场 ru, vs，定义为

ru, vspfq� upvpfqq � vpupfqq, @f P FM

注 2.9. 上式是对易子 ru, vs（作为矢量场）的定义式，它在每点 p PM 的值 ru, vs|p（作为
p 点的矢量，即从 FM 到 R 的映射）的定义应理解为

ru, vs|ppfq� u|ppvpfqq � v|ppupfqq, @f P FM

要确信上式定义的 ru, vs|p 是 p 点的矢量，还应证明它满足矢量定义的两个条件。

定理 2.6. 设 txµu 为任一坐标系，则 rB{Bxµ, B{Bxνs � 0, µ, ν � 1, � � � , n。

上述定理表明任一坐标系的任意两个基矢场都互相对易。5

定义 2.16. 曲线 Cptq 叫矢量场 v 的积分曲线，若其上每点的切矢等于该点的 v 值。

定理 2.7. 设 v 是 M 上的光滑矢量场，则 M 的任一点 p 必有 v 的唯一的积分曲线 Cptq
经过（满足 Cp0q � p）。

下面要用到群论的初步知识，故补充如下定义：

定义 2.17. 一个群是一个集合 G 配以满足以下条件的映射 G � G Ñ G（叫群乘法，元素

g1 和 g2 的乘积记作 g1g2）:

（a） pg1g2qg3 � g1pg2g3q, @g1, g2, g3 P G；

（b） 存在恒等元e P G 使 eg � ge � g, @g P G；

（c） @g P G，存在逆元g�1 P G 使 g�1g � gg�1 � e。
5反之，设 X1, � � � ,Xn 是点 p PM 的某邻域 N 上的 n 个处处线性独立的 C8 矢量场，且

rXµ,Xνs � 0, µ,ν � 1, � � � ,n

则必存在坐标系 txµu，其坐标域 O �N 含 p，且在 O 上有 Xµ � B{Bxµ, µ � 1, � � � ,n。
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对称性在物理学中有重要意义，群论是研究对称性的有力工具。如果某一对象在某一变

换下不变，就说它有该变换下的对称性。考虑带电面上的一个动点，它沿 x（或 y）轴平移。

由于动点的电荷面密度 σ 在平移时不变，我们说 σ 具有沿 x（或 y）轴的平移对称性。更

明确地说，σ 沿 x 轴的平移对称性是指函数 σpx, y, zq 满足

σpx, y, zq � σpx� a, y, zq, @a P R,

其中 x ÞÑ x � a, y ÞÑ y, z ÞÑ z 所代表的平移变换称为沿 x 轴的一个平移。设 G 是沿 x

轴的所有平移的集合，则 G 中的元素由实数 a 表征，记作 ϕa P G。把 p � px, y, zq 和
q � px�a, y, zq 看做 R3 的点，则上述变换式相当于映射 ϕa : R3 Ñ R3（满足 ϕappq � q），
而且是微分同胚映射。再者，对 G 用下式定义群乘法

ϕaϕb � ϕa�b, @ϕa, ϕb P G

则 G 构成群（ϕ0 是恒等元，ϕ�a 是 ϕa 的逆元）。这个群的无限多个元素可用实数 a 表征，

因此称 a 为参数，称 G 为单参数群。又因每一群元素 ϕa P G 都是 R3 上的一个微分同胚，
故又称 G 为 R3 上的单参微分同胚群。
设M 是流形，则 R�M 是比M 高一维的流形。设有映射 ϕ : R�MÑM，则它能把

一个实数 t P R 和一个点 p PM 变为一个点 ϕpt, pq PM。若给定 t，记 ϕt � ϕpt, 
q，则
有映射 ϕt : MÑM。同理，若给定 p，记 ϕp � ϕp
, pq，则有映射 ϕp : RÑM。

定义 2.18. C8 映射 ϕ : R�MÑM 称为 M 上的一个单参微分同胚群，若

（a） ϕt : MÑM 是微分同胚 @t P R；

（b） ϕt � ϕs � ϕt�s, @t, s P R。

注 2.10. 集合 tϕt | t P Ru 是以复合映射为乘法的群，各群元 ϕt 是从 M 到 M 的微分同

胚映射，ϕ0 为恒等元（由定义知 ϕt � ϕ0 � ϕt，故 ϕ0 是恒等映射）。所谓 ϕ : R�MÑM

是 M 上的一个单参微分同胚群，其实是指集合 tϕt | t P Ru 是一个单参微分同胚群。

设 ϕ : R�MÑM 是单参微分同胚群，则 @p PM，ϕp : RÑM 是过 p 点的一条光滑

曲线（满足 ϕpp0q � p），叫做这个单参微分同胚群过 p 点的轨道。把这条曲线在点 ϕpp0q
的切矢记作 v|p，便得M上的一个光滑矢量场 v。可见M上的一个单参微分同胚群给出M

上的一个光滑矢量场。再看逆命题是否成立。设 v 是 M 上的光滑矢量场，看来 @t P R 可
以借用其积分曲线定义从 M 到 M 的微分同胚映射 ϕt（@p PM，定义 ϕtppq 为这样一个
点，它位于过 p 的积分曲线上，其参数值与 p 的参数值之差为 t）。于是似乎可以得到一个

单参微分同胚群。然而可能出现如下问题：某条积分曲线当参数取某些值时像点不存在（人

为挖去M 的某一区域就可造出这种情况），因此只能说M 上的一个光滑矢量场给出一个单

参微分同胚局部群。
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2.3 对偶矢量场

定义 2.19. 设 V 是 R 上的有限维矢量空间。线性映射 ω : V Ñ R 称为 V 上的对偶矢量。

V 上全体对偶矢量的集合称为 V 的对偶空间，记作 V�。6

注 2.11. 由于 V 上有加法和数乘，对映射 ω 的线性要求有确切含义，即

ωpαv� βuq � αωpvq � βωpuq, @v, u P V, α, β P R

例 2.10. 设 V 为全体 2 � 1 实矩阵的集合，则它在矩阵加法和数乘规则下构成 2 维矢量

空间。以 ω 代表任一 1� 2 实矩阵 pc, dq，其对 V 的任一元素 v �
�
a

b

�
的作用可用矩阵

乘法定义：ωpvq � pc, dq
�
a

b

�
� pac � bdq，结果是一个 1 � 1 矩阵，可认同为一个实数

ac� bd。这样定义的映射 ω : V Ñ R 显然是线性的，可见任一 1� 2 实矩阵都是 V 上的

对偶矢量。推广可知：若把列矩阵（n� 1 矩阵）看做矢量，则行矩阵（1� n 矩阵）就是
对偶矢量。

定理 2.8. V� 是矢量空间，且 dimV� � dimV。

证明. 易证 V� 是矢量空间，只需定义合适的加法、数乘和零元即可。

设 teµu 是 V 的一组基矢，今定义 eµ� 为 eµ�peνq � δµν, µ, ν � 1, � � � , n。下面证明
teµ�u 是 V� 的一组基矢。

易证 e1�, � � � , en� 彼此线性独立。
@ω P V�，令 ωµ � ωpeµq, µ � 1, � � � , n，则易证 ω � ωµeµ�。
因此 V� 中任一元素可用 teµ�u 线性表出，故 teµ�u 是 V� 的一个基底，叫做 teµu 的

对偶基底。于是可知 dimV� � dimV。

两个矢量空间叫同构的，若两者之间存在一一到上的线性映射（这种映射称为同构映

射）。两矢量空间同构的充要条件是维数相同。

由于 dimV� � dimV，V� 与 V 当然同构。同构映射不难找到。例如，设 teµu 是 V

的一个基底，teµ�u 是其对偶基底，则由 eµ ÞÑ eµ� 定义的线性映射就是一个同构映射。但

teµu 的选择十分任意，而基底改变后按上述方式定义的同构映射随之而变，故 V� 与 V 之

间不存在一个特殊的（与众不同的）同构映射，除非在 V 上另加结构。

V� 既然是矢量空间，自然也有对偶空间，记作 V��。有别于 V 与 V� 的关系，V 与

V�� 间存在一个自然的、与众不同的同构映射，定义如下：@v P V，欲给它自然地定义一个
像 v�� P V��。因为 V�� 是 V� 的对偶空间，v�� 应该是从 V� 到 R 的线性映射。对它下定
义无非是给出一个规律，按照这一规律，每一 ω P V� 对应于唯一的实数 v��pωq。因为 v��

6今后谈及 V 上的对偶矢量（及张量）时如无声明一律默认 V 是实数域上的有限维矢量空间。
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有待定义为 v 的像，所以 v��pωq 与 v 和 ω 都应有关，而由 v 和 ω 构造的最简单的实数

就是 ωpvq，自然把 v�� 定义为

v��pωq� ωpvq, @ω P V�

这一映射 V Ñ V�� 是同构映射。这一自然同构关系表明 V 和 V�� 可视为同一空间（把每

一 v P V 与其像 v�� P V�� 认同）。所以，真正有用的是 V 和 V�，再取对偶（不论多少次）

也得不到更多有用的空间。

定理 2.9. 若矢量空间 V 中有一基底变换 e 1µ � Aνµeν（Aνµ 无非是新基矢 e 1µ 用原基底展

开的第 ν 分量），以 Aνµ 为元素排成的（非退化）方阵记作 A，则相应的对偶基底变换为

e 1µ� � pÃ�1qνµeν�

其中 Ã 是 A 的转置矩阵，Ã�1 是 Ã 之逆。

证明. 只须证明等式两边作用于 e 1α 所得结果相同，证明如下

pÃ�1qνµeν�pe 1αq � pÃ�1qνµeν�pAβαeβq
� pÃ�1qνµAβαeν�peβq
� pA�1qµνAβαδνβ
� pA�1qµνAνα
� δµα
� e 1µ�pe 1αq

以上属代数范畴，下面回到流形 M。因 p PM 有矢量空间 Vp，故也有 Vp
�。若在 M

（或 A PM）上每点指定一个对偶矢量，就得到 M（或 A）上的一个对偶矢量场。M 上的

对偶矢量场 ω 叫做光滑的，若对所有光滑矢量场 v 有 ωpvq P FM。

设 f P FM，我们来说明 f 自然诱导出 M 上的一个对偶矢量场，记作 df。要定义 df
只须说明它在 M 的任一点 p 的值 df|p P Vp� 的定义，而要定义 df|p 只须给出它对 p 点任

一矢量 v P V 作用所得的实数，这个实数应与 f 和 v 都有关，而由 f 和 v 能构造的最自然

（最简单）的实数便是 vpfq，因此定义 df|p 为

df|ppvq� vpfq, @v P Vp

由此易证

dpfgq|p � f|ppdgq|p � g|ppdfq|p
这正是微分算符 d 所满足的莱布尼茨律。
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设 pO,ψq 是一坐标系，则第 µ 个坐标 xµ 可以看作 O 上的函数，于是 dxµ（看作特殊
的 df）是定义在 O 上的对偶矢量场。设 p P O，B{Bxν 是 Vp 的第 ν 个坐标基矢，则在 p

点有

dxµ
� B
Bxν


� B
Bxν px

µq � δµν

由此可见 tdxµu 正是与坐标基底 tB{Bxνu 对应的对偶坐标基底。上式对 O 的任一点成立，

因此，同 B{Bxν 是 O 上的第 ν 个坐标基矢场类似，dxµ 是 O 上的第 µ 个对偶坐标基矢场，

tdxµu 则是 O 上的一个对偶坐标基底场。O 上任一对偶矢量场 ω 可借 tdxµu 展开：

ω � ωµdxµ

其中 ωµ 称为 ω 在该系的坐标分量，其表达式为：

ωµ � ωpB{Bxµq

定理 2.10. 设 pO,ψq 是一坐标系，f 是 O 上的光滑函数，fpxq 是 f � ψ�1 对应的 n 元函

数 fpx1, � � � , xnq 的简写，则 df 可用对偶坐标基底 tdxµu 展开如下：

df � Bfpxq
Bxµ dxµ, @f P FO

证明. 只须验证两边作用于任一坐标基矢 B{Bxν 得相同结果，甚易。

定理 2.11. 设坐标系 txµu 和 tx 1νu 的坐标域有交，则交域中任一点 p 的对偶矢量 ω 在两

坐标系中的分量 ωµ 和 ω 1
ν 的变换关系为

ω 1
ν �

Bxµ
Bx 1ν

����
p

ωµ

2.4 张量场

定义 2.20. 矢量空间 V 上的一个pk, lq 型张量是一个多重线性映射

T : V� � � � � � V�looooooomooooooon
k 个

�V � � � � � Vlooooomooooon
l 个

Ñ R

注 2.12. T 可比喻为一部机器，有 k 个 “上槽” 和 l 个 “下槽”，只要在上、下槽分别输入
k 个对偶矢量和 l 个矢量，便生产出一个实数，且此实数对每个输入量都线性依赖（多重线

性映射的含义）。

例 2.11.（1） V 上的对偶矢量是 V 上的 p0, 1q 型张量。

（2） V 的元素 v 可看作 V 上的 p1, 0q 型张量（因 v 可被认同为 v��，而 v�� 是从 V� 到

R 的线性映射）。
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今后用 TVpk, lq表示 V 上全体 pk, lq型张量的集合，于是 V � TVp1, 0q，V� � TVp0, 1q。
设 T P TVp1, 1q，则 T : V� � V Ñ R。但 T 也可看成另一映射。因为 @ω P V�, v P V

有 Tpω; vq P R，所以 Tpω; 
q 是一部只有下槽的机器，能把一个矢量线性地变为实数，这
表明 Tpω; 
q 是 V 上的对偶矢量，即 Tpω; 
q P V�。给定 T 后，再给一个 ω P V� 便能造出

Tpω; 
q P V�，故 T 也可看作把对偶矢量 ω 变为对偶矢量 Tpω; 
q 的映射（而且是线性映
射），即 T : V� −−−Ñ

线性地
V�。类似地还可以把 T 看成 T : V −−−Ñ

线性地
V。对同一 T P TVp1, 1q 的这

3 种看法是等价的。为便于陈述，我们称这种把同一张量看成不同映射的做法为 “张量面面
观”。能够用 “面面观” 想问题是用映射定义张量的重要好处之一。今后将常用到。

定义 2.21. V 上的 pk, lq 和 pk 1, l 1q 型张量 T 和 T 1 的张量积T b T 1 是一个 pk� k 1, l� l 1q
型张量，定义如下：

T b T 1pω1, � � � ,ωk,ωk�1, � � � ,ωk�k1 ; v1, � � � , vl, vl�1, � � � , vl�l1q
�Tpω1, � � � ,ωk; v1, � � � , vlqT 1pωk�1, � � � ,ωk�k1 ; vl�1, � � � , vl�l1q

欧氏空间矢量场论中的并矢 v⃗u⃗ 其实就是矢量 v⃗ 和 u⃗ 的张量积，只不过略去 b 号。7

张量积是否满足交换律？设ω P V�, v P V � V��，则 vbω P TVp1, 1q,ωbv P TVp1, 1q。
由定义知 @µ P V�, u P V 有 v b ωpµ;uq � vpµqωpuq � ωpuqvpµq � ω b vpµ;uq（其中
vpµq 应理解为 v��pµq）, 故 vbω � ωb v。但两个矢量（或两个对偶矢量）的张量积在交
换顺序后一般成为另一张量，即 vb u � ub v,ωb µ � µbω。例如，欧氏空间的并矢就
不满足交换律。

定理 2.12. TVpk, lq 是矢量空间，dim TVpk, lq � nk�l。
证明.（A） 用自然的方法定义加法、数乘和零元使 TVpk, lq 成为矢量空间。
（B） 证明其基矢共 nk�l 个。以 n � 2, k � 2, l � 1 为例（不难推广至一般情况）。设

te1, e2u 为 V 的一个基底，te1�, e2�u 为其对偶基底。只须证明以下 8 个元素构成

TVp2, 1q 的一个基底：
e1 b e1 b e1�, e1 b e1 b e2�, e1 b e2 b e1�, e1 b e2 b e2�,
e2 b e1 b e1�, e2 b e1 b e2�, e2 b e2 b e1�, e2 b e2 b e2�.

先证它们线性独立，再证任意 T P TVp2, 1q 可表为：

T � Tµνσeµ b eν b eσ�,

其中

Tµνσ � Tpeµ�, eν�; eσq.

7类似地，量子力学的 |ψy |ϕy 也是 |ψy 和 |ϕy 的张量积，只不过略去 b 号。但量子力学中 |ψy 所在的矢量空间是复数域

上的无限维矢量空间，比现在讨论的实数域上的有限维矢量空间复杂。
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注 2.13. Tµνσ 是张量 T 在基底 teµ b eν b eσ�u 的分量，简称为 T 在基底 teµu 的分量。
下面介绍张量的另一重要运算，即缩并。如前所述，p1, 1q型张量 T 可看作从 V 到 V 的

线性映射，其实它就是线性代数所讲的线性变换。T 在任一基底 eµ b eν� 的分量排成的矩
阵（Tµν）显然与基底有关，不难证明同一 T 在任意两个基底的分量对应的两个矩阵（Tµν）

和（T 1µν）互为相似矩阵，证明如下：

T 1µν � Tpe 1µ�; e 1νq � TppÃ�1qρµeρ�;Aσνeσq � pÃ�1qρµAσνTpeρ�; eσq
� pÃ�1qρµAσνTρσ � pA�1qµρTρσAσν � pA�1TAqµν

于是有矩阵等式 T 1 � A�1TA（其中 T 1，A，T 都代表矩阵。T 有时代表张量，有时代表矩

阵，读者应能根据上下文识别。）。可见 T 1 与 T 互为相似矩阵。以 T 1µµ（是
°n
µ�1 T

1µ
µ 的

简写）和 Tρρ 分别代表矩阵 T 1 和 T 的迹，则由上式易得：

T 1µµ � pA�1qµρTρσAσµ � AσµpA�1qµρTρσ � δσρTρσ � Tρρ
这就证明了同一 p1, 1q 型张量在不同基底的矩阵有相同的迹。在关心张量时，应该抓住其与
基底无关的性质，p1, 1q 型张量 T 的迹 Tµµ 就是这样一种性质，通常把它称为 T 的缩并或

收缩，暂记作 C T，即
C T � Tµµ � Tpeµ�; eµq

再讨论 p2, 1q 型张量 T 的缩并。T 可记作 Tp
, 
; 
q，它有两个上槽和一个下槽，故有两
种可能的缩并： 1⃝第一上槽与下槽的缩并 C11 T � Tpeµ�, 
; eµq； 2⃝第二上槽与下槽的缩并
C21 T � Tp
, eµ�; eµq。若改用另一基底 e 1ρ 定义这两种缩并，分别记作 pC11 Tq 1 和 pC21 Tq 1，则
易证 C11 T � pC11 Tq 1，C21 T � pC21 Tq 1。由 “张量面面观” 可知 C11 T 和 C21 T 都是 p1, 0q 型张
量，它们在任一基底的分量可用 T 在该基底的分量表为 pC11 Tqν � Tpeµ�, eν�; eµq � Tµνµ，

pC21 Tqν � Tνµµ（已略去求和号）。不难推广上述讨论而得出 pk, lq 型张量的缩并定义如下：
定义 2.22. T P TVpk, lq 的第 i 上标（i ¤ k）与第 j 下标（j ¤ l）的缩并定义为：

Cij T � Tp
, � � � ,eµ�, 
, � � � ; 
, � � � , eµ, 
, � � � q P TVpk� 1, l� 1q（要对 µ 求和）

Ò Ò
第 i 上槽 第 j 下槽

注 2.14. 1⃝Cij T 与基底选择无关。 2⃝由上式易见 pk, lq 型张量的每一缩并都是一个 pk �
1, l� 1q 型张量。3⃝联合使用张量积和缩并运算可从原有张量得到各种类型的新张量。例如，
设 v P V，ω P V�，则 vbω 是 p1, 1q 型张量，而 Cpvbωq 则是 p0, 0q 型张量（标量）。

后面经常遇到先求张量积再做缩并的运算，其结果可看做张量对矢量（或对偶矢量）的

作用。作为例子，请考虑如下 3 个等式。

（a） Cpvbωq � ωµvµ � ωpvq � vpωq, @v P V,ω P V�。
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（b） C12pT b vq � Tp
, vq, @v P V, T P TVp0, 2q。

（c） C22pT bωq � Tp
,ω; 
q, @ω P V�, T P TVp2, 1q。

我们只给出（b）的证明。待证等式左边的 T b v 是 p1, 2q 型张量，是一部有 1 个上槽、

2 个下槽的机器，可表为 T b vp
; 
, 
q，故

C12pT b vq � T b vpeµ�; 
, eµq

所以只须证明下式

T b vpeµ�; 
, eµq � Tp
, vq

而此式是对偶矢量的等式，只须证明两边作用于任一 pu P Vq 给出相同实数。

T b vpeµ�;u, eµq � Tpu, eµqvpeµ�q � Tpu, eµqvµ � Tpu, vq

除以上三式外还有许多类似等式。这些等式是如下规律的表现：“T 对 ω（或 v）的作用

就是先求 T 与 ω（或 v）的张量积再缩并”，或者粗略地说，“作用就是先积后并”。对两个
张量先求张量积再缩并的操作常又简称为对它们做缩并，因此上述粗略提法还可简化为 “作
用就是缩并”。
下面回到流形 M。M 中任一点 p 的切空间 Vp 的全体 pk, lq 型张量的集合自然记作

TVp
pk, lq。设 teµu 和 teµ�u 是 Vp 的任一基底及对偶基底，则 T 同样可写成展开式。若选

坐标系 txµu 使坐标域含 p，则可用坐标基矢 B{Bxµ 和对偶坐标基矢 dxµ 充当 eµ 和 eµ�，

即

T � Tµνσ B
Bxµ b

B
Bxν b dxσ

其中坐标分量 Tµνσ 可表为

Tµνσ � Tpdxµ,dxν; B{Bxσq

若在流形 M（或 A �M）上每点指定一个 pk, lq 型张量，就得到M（或 A）上的一个

pk, lq 型张量场。M 上张量场 T 称为光滑的，若对所有光滑对偶矢量场 ω1, � � � ,ωk 及光滑
矢量场 v1, � � � , vl 有 Tpω1, � � � ,ωk; v1, � � � , vlq P FM。今后如无声明，“张量场” 均指光滑
（C8）张量场。

定理 2.13. pk, lq 型张量在两个坐标系中的分量的变换关系为（简称张量变换律）

T 1µ1���µk
ν1���νl

� Bx 1µ1

Bxρ1
� � � Bx

1µk

Bxρk

Bxσ1

Bx 1ν1
� � � Bx

σl

Bx 1νl
Tρ1���ρk

σ1���σl

注 2.15. 许多教科书采用上式作为张量定义。
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2.5 度规张量场

定义 2.23. 矢量空间 V 上的一个度规g 是 V 上的一个对称、非退化的 p0, 2q 型张量。对称
是指 gpv, uq � gpu, vq @v, u P V，非退化是指 gpv, uq � 0 @u P V ñ v � 0 P V。

注 2.16. 这一抽象的非退化性定义与矩阵的非退化性（行列式非零）有密切联系。可以证
明，若 g 非退化，则它在 V 的任一基底 teµu 的分量 gµν � gpeµ, eνq 排成的矩阵也非退
化。反之，若 V 有基底使 g 的分量矩阵非退化，则 g 非退化。

度规很像内积。但上述度规 g 与一般内积的区别在于 gpv, vq 可以为负，且 gpv, vq � 0
不意味着 v � 0。今后也常把 gpv, uq 称为 v 和 u 在度规 g 下的内积。矢量空间 V 一旦定

义了度规 g，其元素的长度及元素间的正交性就可以定义如下：

定义 2.24. v P V 的长度或大小定义为 |v| �
a
|gpv, vq|。矢量 v, u P V 叫相互正交

的，若 gpv, uq � 0。V 的基底 teµu 叫正交归一的，若任二基矢正交且每一基矢 eµ 满足

gpeµ, eµq � �1（不对 µ 求和）。

注 2.17. 上述定义表明度规 g 在正交归一基底的分量满足

gµν �
$&
%0, µ � ν
�1, µ � ν

因此，度规在正交归一基底的分量排成的矩阵是对角矩阵，且对角元为 �1 或 �1。

定理 2.14. 任何带度规的矢量空间都有正交归一基底。度规写成对角矩阵时对角元中 �1
和 �1 的个数与所选正交归一基底无关。

定义 2.25. 用正交归一基底写成对角矩阵后，对角元全为 �1 的度规叫正定的或黎曼的，对
角元全为 �1 的度规叫负定的，其他度规叫不定的，只有一个对角元为 �1 的不定度规叫洛
伦兹的。对角元之和叫度规的号差。相对论中用得最多的是洛伦兹度规和正定度规。

定义 2.26. 带洛伦兹度规 g 的矢量空间 V 的元素可分为三类： 1⃝满足 gpv, vq ¡ 0 的 v 称

为类空矢量； 2⃝满足 gpv, vq   0 的 v 称为类时矢量； 3⃝满足 gpv, vq � 0 的 v 称为类光矢

量。

注 2.18. 若度规是洛伦兹的，则 gpv, vq � 0 未必导致 v � 0。非零的 4 维类光矢量在相对

论中有重要地位，例如便于描写电磁波及引力波在 4 维时空中的传播。

度规 g是 p0, 2q型张量，即由 V�V 到 R的双重线性映射，所以 @v, u P V 有 gpv, uq P R，
因而 gpv, 
q P V�。给定 g 后，再给一个 v P V 便可造出 gpv, 
q P V�，故 g 可看作由 V 到

V� 的线性映射，即 g : V −−−Ñ
线性地

V�，这是一个同构映射。因此，在 V 选定度规后就有了一
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个自然的、与众不同的从 V 到 V� 的同构映射，我们很自然地用这一映射把 V 与 V� 认同。

小结：无论有无度规，V 都与 V�� 自然认同；如果有度规，则 V 与 V� 也自然认同。

下面回到流形 M 上来。

定义 2.27. M 上的对称的、处处非退化的 p0, 2q 型张量场称为度规张量场。
注 2.19. 这里我们只关心号差处处一样的度规场。

度规场的一大用处就是定义曲线长度。先讨论 2 维欧氏空间。设曲线 Cptq 在自然坐标
系 tx, yu 的参数式为 x � xptq, y � yptq，则曲线元段线长的平方 dl2（是 pdlq2 的简写）为

dl2 � dx2 � dy2 � rpdx{dtq2 � pdy{dtq2sdt2 � rpT1q2 � pT2q2sdt2 � |T |2dt2，
其中 T 是 Cptq 的切矢。由上式得

dl � |T |dt

于是 Cptq 的线长为
l �
»
|T |dt

上式可推广至带有正定度规场 g 的任意流形 M 上。设 Cptq 是 M 上任一 C1 曲线，T 是其

切矢，即 T � B{Bt，则 |T | �
a
gpT, Tq，故 Cptq 的线长自然定义为

l�

» a
gpT, Tqdt

对有洛伦兹度规场 g 的流形M，在定义线长前应注意曲线的类型。若 C1 曲线 Cptq 各
点的切矢都类空，则 Cptq 叫类空曲线。类似地可定义类时曲线和类光曲线。类空和类光曲
线的线长仍由上式定义（因此类光曲线的线长恒为零）。注意到类时曲线有 gpT, Tq   0，其
元线长应定义为 dl�

a
�gpT, Tqdt。于是有如下定义：

定义 2.28. 设流形 M 上有洛伦兹度规场 g，则 M 上的类空、类光及类时曲线 Cptq 的线
长定义为

l�

» a
|gpT, Tq|dt, 其中T � B{Bt

对于从类时转向类空（或相反）的曲线（“不伦不类” 的曲线），线长没有定义。下面对
线长的讨论虽是就洛伦兹度规而言的，但对正定度规也适用（把所有曲线看作类空曲线）。

不难证明曲线的线长与其参数化无关，就是说，曲线重参数化（保持映射的像不变而适

当改变参数）不改变线长。此外，由于线长的定义不涉及坐标系，线长当然与坐标系无关。

但是，如果曲线位于坐标系 txµu 的坐标域内，线长也可借助于坐标系计算。因为
gpT, Tq � gpTµB{Bxµ, TνB{Bxνq � TµTνgpB{Bxµ, B{Bxνq � pdxµ{dtqpdxν{dtqgµν
（最后一步用到 “曲线切矢的坐标分量等于曲线在该系的参数式对参数的导数”，即 Tµ �

dxµ{dt。）所以元线长
dl �

a
|gµνdxµdxν|
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引入记号 ds2 � gµνdxµdxν，则线长

l �
» ?

ds2（对类空曲线）

l �
» ?

�ds2（对类时曲线）

记号 ds2 在微分几何中经常出现，通常称为线元。对类空曲线，ds2 等于元段长 dl 的平方
dl2; 对类时曲线，ds2 等于 �dl2，因而不是任何实数的平方。实际上，ds2 只是一个记号，
对类时曲线它根本不是任何实数的平方，但因 ds2 � gµνdxµdxν 右边含有度规 g 在所涉及

的坐标系的全部分量 gµν，从线元表达式可以直接 “读出” 度规的全体坐标分量。例如，设
2 维流形上的度规 g 在某坐标系 tt, xu 的线元表达式为

ds2 � �xdt2 � dx2 � 4dtdx

便可读出 g 在该系的分量为 gtt � �x, gxx � 1, gtx � gxt � 2。可见给定线元（表达式）相
当于给定度规场。

设 C : IÑM 是类空或类时曲线，则线上任一点 Cptq 的切矢 T 的长度 |T | 是 t 的函数，

可记作 |T |ptq。任意指定线上一点 Cpt0q 作为测量线长的起点，则介于 Cpt0q 点和 Cptq 点
的曲线段的线长 lptq � ³t

t0
|T |pt 1qdt 1 是 t 的函数。l 也可充当该线的参数，称为线长参数。

由 dl �
a
|gpT, Tq|dt 可知，以线长为参数的曲线切矢满足 |gpT, Tq| � 1，即有单位长。

定义 2.29. 设流形 M 上给定度规场 g，则 pM,gq 叫广义黎曼空间（若 g 为正定，叫黎曼

空间；若 g 为洛伦兹，叫伪黎曼空间，物理上叫时空。8）。

下面介绍广义黎曼空间的两个简单而重要的例子，即欧氏空间和闵氏空间。

定义 2.30. 设 txµu 是 Rn 的自然坐标，在 Rn 上定义度规张量场 δ 为

δ� δµνdxµ b dxν

则 pRn, δq 称为n 维欧氏空间，δ 称为欧氏度规。

上式表明 δ 在自然坐标系的对偶坐标基底 tdxµbdxνu的分量为 δµν �
$&
%0, µ � ν,
�1, µ � ν,

因此，欧氏度规在自然坐标系的线元表达式应为 ds2 � δµνdxµdxν。若 n � 2，便有 ds2 �
pdx1q2�pdx2q2。这正是熟知的 2 维欧氏空间的线元表达式。由定义可知自然坐标基底用欧

氏度规衡量是正交归一的，因为由

δpB{Bxα, B{Bxβq � δµνdxµ b dxνpB{Bxα, B{Bxβq � δµνdxµpB{BxαqdxνpB{Bxβq
易见

δpB{Bxα, B{Bxβq � δαβ
8准确地说，pM,gq 称为时空， .若M 为 .连 .通流形，g 为有足够可微程度的洛伦兹度规场。
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但满足上式的坐标系未必是自然坐标系。例如，对 2 维欧氏空间，由自然坐标系按下式定义

的坐标系

x 1 � x� a, y 1 � y� b（a, b 为常数）
的基底 tB{Bx 1, B{By 1u 也满足上式（因而也正交归一）。进一步，不难验证由以下三式分别
定义的 tx 1, y 1u 的坐标基底 tB{Bx 1, B{By 1u 也满足上式：

x 1 � x cosα� y sinα, y 1 � �x sinα� y cosα（α 为常数）,

x 1 � �x, y 1 � y,
x 1 � x, y 1 � �y.

定义 2.31. n 维欧氏空间中满足 δpB{Bxα, B{Bxβq � δαβ 的坐标系叫笛卡尔坐标系或直角

坐标系。换句话说，一个坐标系叫笛卡尔系，若其坐标基底用欧氏度规 δ 衡量为正交归一。

注 2.20. 1⃝因 δ � δµνdxµ b dxν 与上述定义等价，也可说满足此式的坐标系是笛卡尔系。
2⃝自然坐标系当然是笛卡尔系。3⃝2 维欧氏空间中任意两个笛卡尔系之间的关系只能取上述
四式中的一种形式（或它们的复合）。前二种分别称为平移和转动，后二种的每一种称为反

射。 4⃝要分清符号 δ 和 δµν。δ 代表欧氏度规，是张量场；而 δµν 则是 δ 在笛卡尔系的分

量。还要注意 δ 在非笛卡尔系的分量不是 δµν。

极坐标系 tr,φu 是 2 维欧氏空间中非笛卡尔系的一例。物理书中使用极坐标系时，相

应的基底常用 têr, êφu（顶上加^表示单位矢），它是正交归一的，但却不是极坐标系的坐标

基底 tB{Br, B{Bφu，关键在于 B{Bφ 不归一，因 δpB{Bφ, B{Bφq � r2 � 19。实际上，êφ 是

对 B{Bφ 归一化的产物，即 êφ � r�1B{Bφ。可见物理书中常用的 têr, êφu 不是极坐标系的
坐标基底而是与极坐标系相应的正交归一基底。

欧氏空间是最简单的黎曼空间。下面介绍最简单的伪黎曼空间—闵氏空间。4 维洛伦兹
度规在对角化后的对角元为 p�1, 1, 1, 1q，为了突出这个唯一的 �1，我们把它所在的行、列
记为 0 行 0 列，三个 �1 所在行、列分别记为 1, 2, 3 行和 1, 2, 3 列。这种对角矩阵的元素

记作 ηµν（以区别于 δµν）, 即 η00 � �1, η11 � η22 � η33 � 1。推广到 n 维则有

ηµν �

$'''&
'''%
0, µ � ν,
�1, µ � ν � 0,
�1, µ � ν � 1, � � � , n� 1.

下面给出闵氏空间的定义。

定义 2.32. 设 txµu 是 Rn 的自然坐标，在 Rn 上定义度规张量场 η 为

η� ηµνdxµ b dxν

9按照矢量的分量变换律，有 B{Bφ � pdxµ{dφqpB{Bxµq。再根据极坐标与直角坐标的关系 x1 � r cosφ, x2 � r sinφ，
带入即可求出。
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则 pRn, ηq 称为n 维闵氏空间（物理上称为n 维闵氏时空），η 称为闵氏度规。

由定义可知闵氏度规在自然坐标系的线元表达式为 ds2 � ηµνdxµdxν。以 n � 4 为例，
有 ds2 � �pdx0q2�pdx1q2�pdx2q2�pdx3q2。这正是熟知的 4 维闵氏时空的线元（狭义相

对论中的元间隔）表达式。不难证明

ηpB{Bxα, B{Bxβq � ηαβ

可见自然坐标基底 tB{Bxµu 用闵氏度规衡量也是正交归一的（第 0 坐标基矢归 �1，其他归
�1）。但满足上式的却不一定是自然坐标系。例如，以 2 维闵氏空间为例，设 tt, xu 是自然
坐标，则

t 1 � t� a, x 1 � x� b（a, b 为常数）
的坐标基底 tB{Bt 1, B{Bx 1u 也满足上式。不难验证，由以下三式分别定义的 tt 1, x 1u 系的坐
标基底 tB{Bt 1, B{Bx 1u 也满足上式：

t 1 � t ch λ� x sh λ, x 1 � t sh λ� x ch λ（λ 为常数）,

t 1 � �t, x 1 � x,
t 1 � t, x 1 � �x.

定义 2.33. n 维闵氏空间中满足 ηpB{Bxα, B{Bxβq � ηαβ 的坐标系叫洛伦兹坐标系或伪笛

卡尔坐标系，也有文献称之为笛卡尔坐标系。

注 2.21. 1⃝闵氏空间的自然坐标当然是洛伦兹坐标。 2⃝2 维闵氏空间中的任意两个洛伦兹
坐标系之间的关系只能取上述四式中的一种形式（或它们的复合）。第一种称为平移，第二

种称为伪转动，后两种的每一种称为反射。 3⃝闵氏度规张量 η 在非洛伦兹坐标基底的分量

不等于 ηµν

2.6 抽象指标记号

表示张量的常用方法有两种。第一种是用不带指标的字母（如 T）代表张量，这有两个

缺点： 1⃝ 看不出张量类型； 2⃝ 不易表明哪一上槽与哪一下槽做缩并（前面所用的记号 CijT

是暂时的，在运算中有诸多不便。）第二种表示法是用分量（如 Tµνσ）代表张量，用分量

服从的等式代表张量服从的等式。分量等式是数量等式，因此在采用这种表示法的文献中所

有等式都是数量等式。这种表示法可以克服第一种表示法的两个困难，但自身却有一严重缺

点：有时由于选用某一（或某类）特殊基底而得到较为简单的分量等式，它只对特殊基底成

立，因而不代表张量等式。我们希望知道哪些等式能够代表张量等式而哪些不能，然而在分

量表示法中难以区分。为了克服这一缺点（同时保留分量表示法的所有优点），Penrose 首
创 “抽象指标记号”，要点如下：
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1. pk, lq 型张量用带有 k 个上标和 l 个下标的字母表示，上下标为小写拉丁字母，只表示张

量类型，故称抽象指标。例如，va 代表矢量，上标 a 与 v⃗ 中的⃗作用一样（故不能谈及

a � 1或 a � 2的问题），ωa 代表对偶矢量，Tabc 代表 p2, 1q型张量，等等。va 和 vb 代

表相同的矢量（即矢量 v⃗），但写等式时要注意 “指标平衡”，例如可以写 αua� va � wa
或 αub � vb � wb 而不可以写 αua � vb � wa。

2. 重复上下抽象指标表示对这两个指标求缩并。例如

Taa � Tpeµ�; eµq � Tµµ, Taba � Tpeµ�, 
; eµq, Tabb � Tp
, eµ�; eµq

3. 张量积记号省略。例如，设 T P TVp2, 1q, S P TVp1, 1q，则 T b S 写成 TabcS
d
e。在不用

指标的张量表示法中，一般来说 ωb µ � µbω，因为当作用于对象 pv, uq 时，ω 作用
于 v 还是 u 的问题由字母顺序决定（ωbµ 的第一字母 ω 作用于 pv, uq 的第一字母 v）。

在抽象指标记号中，由于重复上下指标代表缩并，ωbµpv, uq 既可写成 ωaµbv
aub 又可

写成 µbωav
aub（都代表 ωpvqµpuq）。既然在这种写法中 ωaµb 和 µbωa 的作用对象都

是 vaub，便有 ωaµb � µbωa。就是说，代表张量的字母 .带 .着自己的 .抽 .象 .指 .标可以交换。
张量积顺序的不可交换性体现为 ωaµb � ωbµa。

4. 涉及张量分量时，相应指标用小写希腊字母 µ，ν，α，β 等（正如前面一直用的），这

种指标称为具体指标，可以问及 µ � 1 还是 µ � 2 的问题。张量在基矢上的展开式

T � Tµνσeµ b eν b eσ� 现在写成

Tabc � Tµνσpeµqapeνqbpeσqc

（peσqc 的抽象下标 c已表明它是对偶基矢，无须写为 peσ�qc。）而 Tµνσ � Tpeµ�, eν�; eσq
现在写成

Tµνσ � Tabcpeµqapeνqbpeσqc

注意，上两式的指标（无论抽象的还是具体的）都是 “平衡” 的。设 T P TVp0, 2q，则 T

应记作 Tab。令 eµ 为某基底的第 µ 基矢，则可知 Tp
, eµq � C12pT b eµq，而 T b eµ 用
抽象指标应记为 Tabpeµqc，故 Tp
, eµq 应记作 Tabpeµqb，也可简记作 Taµ，即

Tp
, eµq � Tabpeµqb � Taµ

这是既有抽象指标又有具体指标的张量的表达方式，不妨认为 Ta1, � � � , Tan 代表 n 个对

偶矢量，其中 Taµ 代表 “第 µ 个对偶矢量”。

5. 由 “张量面面观” 可知，V 上的 p1, 1q 型张量 Tab 既可看作从 V 到 V 的线性映射又

可看作从 V� 到 V� 的线性映射。就是说，Tab 作用于矢量 vb P V 仍为矢量，记作
ua � Tabvb P V；Tab 作用于对偶矢量 ωa P V� 仍为对偶矢量，记作 µb � Tabωa P V�。

其实，由抽象指标也可一望而知 Tabv
b 和 Tabωa 分别是矢量和对偶矢量，可见抽象指标
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记号是 “张量面面观” 的一种简单而直观的体现。以 δab 代表从 V 到 V 的恒等映射，即

δabv
b
� va @vb P V，则易见它也是从 V� 到 V� 的恒等映射，即 δabωa � ωb @ωa P V�。

进一步不难证明 δab 与任一张量缩并的结果是把该张量的上标 b 换为 a（或把下标 a 换

为 b），例如 δabTac � Tbc, δ
a
bT
cb
e � Tcae。设 tpeµqau 是 V 的基底，tpeµqau 是其对

偶基底，则

peµqapeµqb � δba
这是 p1, 1q型张量等式，证明时只须验证两边作用于任一矢量 va 得相同结果。设 tpeµqau
是 V 的基底，tpeµqau是其对偶基底，则 δab 在此基底的分量 δµν � δabpeµqapeνqb 满足

δµν �
$&
%�1, pµ � νq0, pµ � νq

。证明很简单，以 δ11 为例，δ
1
1 � δabpe1qape1qb � pe1qape1qa �

1。请注意，即使是洛伦兹号差的情况下也有 δ00 � �1。

6. 因度规 g P TVp0, 2q，故应记为 gab。设 v P V，则 gp
, vq P V�。把 g 看作 T，便得

gp
, vq � C12pgb vq � C12pgabvcq � gabv
b，故 gp
, vq 应记作 gabv

b。又因有度规 g 时

V 与 V� 在同构映射 g : V Ñ V� 下自然认同，而 gabv
b � gp
, vq 正是 va 在这一映射下

的像，故应与 va 认同，索性就把 gabv
b 记作 va（可看作 va 的定义）。就是说，虽然在

数学上 va 与 va 是两种不同性质的量（矢量和对偶矢量），但在应用上两者代表的是同

一事物（故都用 v 表示）。于是常写

va � gabvb

又由于 g : V Ñ V� 是同构映射，其逆映射 g�1 自然存在。不难论证 g�1 是 p2, 0q 型张
量，本应记作 pg�1qab，但通常都简记为 gab（有上指标就不会与 gab 混淆）。根据类似

推理，任一 ωb P V� 在 gab 映射下的像为 gabωb，索性记作 ωa，以表示与 ωa 代表同

一事物，于是

ωa � gabωb
上述两式表明可用 gab 及 gab 对上、下指标分别做 “下降” 和 “上升” 处理。这种升降
指标操作适用于任何张量中的任何抽象指标。例如，p1, 1q 型张量 T 在抽象指标记号中

可表为 Tab，所谓用度规对它降指标，其实是用 g 和 T 通过张量积及缩并运算求得一个

p0, 2q 型张量 gp
, eµqb Tpeµ�; 
q，在抽象指标记号中就把它记作 Tab，即 Tab � gacTcb。

依次使用上述两式得

ωa � gabωb � gabpgbcωcq, @ωa P V

故

gabgbc � δac
其实这是 gab 作为 gab 的逆映射的必然结果。
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设 tpeµqau 是 V 的任一基底，tpeµqau 是其对偶基底，以 gµν 和 gµν 分别代表 gab 和

gab 在这一基底的分量，则

gµνgνσ � gabpeµqapeνqbgcdpeνqcpeσqd � gabpeµqagbdpeσqd � peµqapeσqa � δµσ

其中第二、三步分别用到 peµqapeµqb � δba 和 gabgbc � δac。上式表明度规 gab 在任一基

底的分量 gµν 的矩阵有逆（逆矩阵就是度规 gab 之逆 gab 在同一基底的分量 gµν 的矩阵），

因而非退化。可见 gab 的非退化性保证它在任一基底的矩阵 pgµνq 的非退化性。反之，设
存在基底 tpeµqau 及其对偶基底 tpeµqau 使 pgµνq 为非退化，则 pgµνq 有逆矩阵 pgµνq，令
gab � gµνpeµqapeνqb，则由 gµνgνσ � δµσ 易证 gabgbc � δac，可见 gab : V Ñ V� 有逆映

射 gab，因而非退化（gab : V Ñ V� 有逆表明它是一一映射，而如果 gab 退化，则 V 中除

零元外还有 va � 0，其像也为 0 P V�，与一一性矛盾。）。

不难看出，用度规及其逆的分量 gµν 及 gµν 可对张量分量的上、下具体指标做下降和

上升处理。例如，可把 gµνv
ν 写成 vµ，因为

gµνv
ν � gabpeµqapeνqbvν � gabpeµqavb � vapeµqa � vµ

作为抽象指标记号的例子，此处介绍 4 维闵氏度规 ηab 的抽象指标表达式。闵氏度规

的定义式在抽象指标记号中应表为

ηab � ηµνpdxµqapdxνqb

其中 tpdxµqau 是洛伦兹坐标系的对偶基底。以 tt, x, y, zu 代表 tx0, x1, x2, x3u，则因为非零
的 ηµν 只有 η00 � �1, η11 � η22 � η33 � 1，上式可表为

ηab � �pdtqapdtqb � pdxqapdxqb � pdyqapdyqb � pdzqapdzqb

与线元表达式 ds2 � �dt2 � dx2 � dy2 � dz2 相应。如果改用球坐标系 tt, r, θ,φu，则由

x � r sin θ cosφ,y � r sin θ sinφ, z � r cos θ

不难从前式导出

ηab � �pdtqapdtqb � pdrqapdrqb � r2pdθqapdθqb � r2 sin2 θpdφqapdφqb

与线元表达式 ds2 � �dt2 � dr2 � r2pdθ2 � sin2 θdφ2q 相应。
在许多不用抽象指标记号的文献中，4维时空和 3维黎曼空间的分量指标分别用希腊字

母 µ, ν, � � �（都从 0 取到 3）和拉丁字母 i, j, k, � � �（都从 1 取到 3）。拉丁字母在本书中本

应代表抽象指标，然而为区分 4 维和 3 维的分量指标，我们允许一个例外，即凡涉及 3 维

黎曼空间时用拉丁字母中从 i 起的若干字母 i, j, k, � � � 充当具体指标（都从 1 取到 3），其他

拉丁字母（如 a, b, c 等）仍作为抽象指标。例如 3 维矢量 v⃗ 可表为 va � vipB{Bxiqa（i 从
1 到 3 取和）。
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在抽象指标记号中，坐标基矢记作 pB{Bxµqa，对偶坐标基矢记作 pdxµqa。用度规 gab

和 gab 对前者和后者分别降、升指标，得对偶矢量 gabpB{Bxµqb 和矢量 gabpdxµqb。以 ωa

简记 gabpB{Bxµqb 并用对偶坐标基矢展开为 ωa � ωνpdxνqa，两边作用于 pB{Bxσqa 后得
gσµ � ωσ10，故

gabpB{Bxµqb � gµνpdxνqa
可见 gabpB{Bxµqb 一般不等于 pdxµqa。类似可得

gabpdxµqb � gµνpB{Bxνqa

当 gab � δab（欧氏度规）且 txµu 为笛卡尔系时上二式简化为

δabpB{Bxµqb � pdxµqa, δabpdxµqb � pB{Bxµqa

当 gab � ηab（以 4 维闵氏度规为例）且 txµu 为洛伦兹系时则有

ηabpB{Bx0qb � �pdx0qa, ηabpB{Bxiqb � pdxiqa;

ηabpdx0qb � �pB{Bx0qa, ηabpdxiqb � pB{Bxiqa.

其中的 i � 1, 2, 3，此时的 i 不是抽象指标。

张量的上指标和下指标在文献中又常分别称为逆变指标和协变指标。相应地，矢量 va

和对偶矢量 ωa 也分别称为逆变矢量和协变矢量。

张量的对称性可方便地用抽象指标表述如下：

定义 2.34. T P TVp0, 2q 称为对称的，若 Tpu, vq � Tpv, uq, @u, v P V。

由于 Tpu, vq � Tabu
avb, Tpv, uq � Tabv

aub � Tbau
avb，故在抽象指标记号中 T 为对

称的充要条件是 Tab � Tba。p0, 2q 型张量在抽象指标记号中本来既可记作 Tab 又可记作

Tba，两者代表同一张量。然而只当 T 为对称张量时才允许写为 Tab � Tba，可见用抽象指
标写等式时比用它单独表示一个张量时要更为小心。同理，p1, 1q 型张量既可表为 Tab，也

可表为 Tb
a，用度规降指标后分别为 gcaT

a
b � Tcb 和 gcaTb

a � Tbc。虽然两者代表同一张
量，但只有降指标后为对称张量的 p1, 1q 型张量才允许写为 Tab � Tba。在不用度规升降指
标时，pk, lq 型张量的上、下指标各排各的序，两个上下指标之间没有顺序问题。因此，如
果愿意，p1, 1q 型张量可写为 Tab，p2, 1q 型张量可写为 Tabc 等。然而这种写法在用度规升降

指标时出现不确定性。由于经常要升降指标，本书从一开始就把上、下两排指标错开，例如

写成 Tabc。

以上讨论表明抽象指标记号在形式上与具体指标记号极为相似，这正是抽象指标记号

的一大好处：它既可表示张量等式，又保留了具体指标记号的许多优点。

10左边 = gabpB{BxµqbpB{Bxσqa � gaµpB{Bxσqa � gσµ，右边 = ωνpdxνqapB{Bxσqa �ωνδ
ν

σ �ωσ
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定义 2.35. p0, 2q 型张量 Tab 的对称部分（记作 Tpabq）和反称部分（记作 Trabs）分别定义

为

Tpabq �
1

2
pTab � Tbaq, Trabs � 1

2
pTab � Tbaq

一般地，p0, lq 型张量 Ta1���al
的对称和反称部分定义为

Tpa1���alq �
1

l!
¸
π

Taπp1q���aπplq
,

Tra1���als �
1

l!
¸
π

δπTaπp1q���aπplq
,

其中 π 代表 p1, � � � , lq 的一种排列，πp1q 是指 π 所代表的那种排列中的第 1 个数字，
°
π

代

表对各种排列取和，δπ � �1（偶排列取 �，奇排列取 �。）。例如

Tpa1a2a3q �
1

6
pTa1a2a3

� Ta3a1a2
� Ta2a3a1

� Ta1a3a2
� Ta3a2a1

� Ta2a1a3
q,

Tra1a2a3s �
1

6
pTa1a2a3

� Ta3a1a2
� Ta2a3a1

� Ta1a3a2
� Ta3a2a1

� Ta2a1a3
q.

定义 2.36. T P TVp0, lq称为全对称的，若 Ta1���al
� Tpa1���alq；T 称为全反称的，若 Ta1���al

�
Tra1���als。

以上三个定义也适用于 pk, 0q 型张量。例如，T 叫全对称的，若 Ta1���al � T pa1���alq。

注 2.22. 任一 p0, 2q 型张量可表为其对称和反称部分之和，即 Tab � Tpabq � Trabs，但对
l ¡ 2的 p0, lq型张量不成立。例如，Tabc � Tpabcq�Trabcs，然而 Tabc � Tpabcq ñ Trabcs � 0
（见下文定理）。

定理 2.15.（a） 设 Ta1���al
� Tpa1���alq，则

Ta1���al
� Taπp1q���aπplq（π 代表任一种排列）

即 Tpa1���alq 展开式（共 l! 项）中每一项都等于 Ta1���al
，例如

Tabc � Tpabcq ñ Tabc � Tacb � Tcab � Tcba � Tbca � Tbac

（b） 设 Ta1���al
� Tra1���als，则

Ta1���al
� δπTaπp1q���aπplq

即 Tra1���als 展开式中的偶排列项等于 Ta1���al
，奇排列项等于 �Ta1���al

，例如

Tabc � Trabcs ñ Tabc � �Tacb � Tcab � �Tcba � Tbca � �Tbac

对 pk, 0q 型（上指标）全对称和全反称张量也有类似结论。
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今后会经常遇到对带有圆、方括号的指标的运算，下面的定理对许多运算将带来很大方

便。

定理 2.16.（a） 缩并时括号有 “传染性”，即

Tra1���alsS
a1���al � Tra1���alsS

ra1���als � Ta1���al
Sra1���als

对圆括号亦然。

（b） 括号内的同种子括号可随意增删，例如

Trrabscs � Trabcs, 其中 Trrabscs � 1

2
pTrabcs � Trbacsq

（c） 括号内加异种子括号得零，例如

Trpabqcs � 0, Tparbcdsq � 0

（d） 异种子括号缩并得零，例如
T pabcqSrabcs � 0

（e）

Ta1���al
� Tpa1���alq ñ Tra1���als � 0

Ta1���al
� Tra1���als ñ Tpa1���alq � 0

对 pk, 0q 型（上指标）全对称和全反称张量也有类似结论。
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3.1 导数算符

欧氏空间有熟知的导数算符 ∇⃗，它作用于函数（标量场）f 得矢量场 ∇⃗f（梯度），作用
于矢量场 v⃗（再求缩并）得标量场 ∇⃗ � v⃗（散度）等。由于存在欧氏度规 δab，欧氏空间的矢

量 va 与对偶矢量 va � δabvb 自然认同。现在要把 ∇⃗ 推广到任意流形，其上可以没有度规，
所以要分清矢量和对偶矢量。研究发现在推广时 ∇⃗ 更像对偶矢量，故应记作 ∇a。其实 ∇
本身是算符，既非矢量也非对偶矢量，所谓把 ∇ 看作对偶矢量是指它作用于函数 f 的结果

∇af 是对偶矢量。推而广之，∇ 作用于任一 pk, lq 型张量场的结果是 pk, l � 1q 型张量场。
于是有如下定义：

定义 3.1. 以 FMpk, lq 代表流形 M 上全体 C8 的 pk, lq 型张量场的集合（函数 f 可看作

p0, 0q 型张量场（标量场），故 FMp0, 0q � FM）。映射 ∇ : FMpk, lq Ñ FMpk, l� 1q 称为
M 上的（无挠）导数算符1，若它满足如下条件：

（a） 具有线性性：

∇apαTb1���bk
c1���cl � βSb1���bk

c1���clq � α∇aTb1���bk
c1���cl � β∇aSb1���bk

c1���cl

@Tb1���bk
c1���cl , S

b1���bk
c1���cl P FMpk, lq, α, β P R

（b） 满足莱布尼茨律：

∇apTb1���bk
c1���clS

d1���dk1
e1���el1 q � Tb1���bk

c1���cl∇aSd1���dk1
e1���el1 � Sd1���dk1

e1���el1∇aT
b1���bk

c1���cl

@Tb1���bk
c1���cl P FMpk, lq, Sd1���dk1

e1���el1 P FMpk 1, l 1q

（c） 与缩并可交换顺序

（d） vpfq � va∇af, @f P FM, v P FMp1, 0q

（e） 具有无挠性：∇a∇bf � ∇b∇af, @f P FM

1F pk, lq 可放宽为全体 C1 类 pk, lq 型张量场的集合。就是说，∇a 可作用于任一 C
1 类张量场。

45



46 第三章 黎曼（内禀）曲率张量

注 3.1.（1） 条件（c）又可表为 ∇ � C � C � ∇，其中 C 代表缩并。今后将常写

∇apvbωbq � vb∇aωb �ωb∇avb

一类的式子，这就要用到条件（c），因为上式的导出过程为

∇apvbωbq � ∇arCpvbωcqs � C12r∇apvbωcqs
� C12pvb∇aωcq � C12rp∇avbqωcs � vb∇aωb �ωb∇avb

（2） 条件（d）左边的函数 vpfq 不宜记作 vapfq，因 vapfq 易被误以为矢量场。这是应写而
不写抽象指标的少数例子之一。对条件（d）可用欧氏空间的 ∇⃗ 为例理解。设 va 为欧

氏空间中任一矢量场，其在笛卡尔系坐标基底的展开式为

va � v1pB{Bxqa � v2pB{Byqa � v3pB{Bzqa

则它对函数 f 的作用可表为

vpfq � v1pBf{Bxqa � v2pBf{Byqa � v3pBf{Bzqa � v⃗ � ∇⃗f � va∇af

可见条件（d）是这一性质对任意流形的推广。

（3） 设 ∇a 是任一导数算符，则由条件（d）易证

∇af � pdfqa, @f P FM

其中，pdfqa 是函数 f 生成的对偶矢量场 df 的抽象指标表示。

（4） 条件（e）实质上是下式的抽象指标表述：

p∇∇fqpu, vq � p∇∇fqpv, uq, @u, v P FMp1, 0q

亦即 ∇∇f 是个对称的 p0, 2q 型张量。

（5） 满足条件（a）（d）而不满足条件（e）的导数算符叫有挠导数算符。广义相对论中只
用无挠导数算符。本书的 ∇a 在不加声明时一律代表无挠导数算符。

任何流形必定存在满足上述定义的导数算符。事实上，导数算符不但存在，而且很多。

下面讨论多到什么程度。由 ∇af � pdfqa 可知任意两个导数算符 ∇a 和 ∇̃a 作用于同一函
数的结果相同，即

∇af � ∇̃af � pdfqa, @f P FM

可见 ∇a 与 ∇̃a 的不同只能体现在对非 p0, 0q 型张量场的作用上。先讨论 p0, 1q 型张量场
（对偶矢量场）。设在点 p PM 给定一个对偶矢量 µb P V�

p，考虑 M 上的任意两个对偶矢量

场 ωb,ω
1
b P FMp0, 1q，满足 ω 1

b|p � ωb|p � µb（ωb 和 ω 1
b 称为 µb 在M上的两个延拓）。
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设 ∇a 为导数算符，则 ∇aω 1
b|p 与 ∇aωb|p 一般并不相同。这类似于以下事实：两个一元

函数 fpxq 和 f 1pxq 在 x0 点取值相同（f
1px0q � fpx0q）并不保证 pdf 1{dxq|x0 � pdf{dxq|x0。

然而下面要证明，对 M 上任意两个导数算符 ∇a 和 ∇̃a，只要 ω 1
b|p � ωb|p 就有

rp∇̃a �∇aqω 1
bsp � rp∇̃a �∇aqωbsp

其中 p∇̃a �∇aqωb 是 ∇̃aωb �∇aωb 的简写。

定理 3.1. 设 p PM, ωb,ω 1
b P F p0, 1q 满足 ω 1

b|p � ωb|p，则

rp∇̃a �∇aqω 1
bsp � rp∇̃a �∇aqωbsp

证明. 只须证明
r∇apω 1

b �ωbqsp � r∇̃apω 1
b �ωbqsp

设 Ωb � ω 1
b�ωb，选坐标系 txµu 使其坐标域含 p，则 ω 1

b|p � ωb|p 导致 Ωµppq � 0，其
中 Ωµ 是 Ωb 的坐标分量。于是对 p 点有

r∇apω 1
b �ωbqsp � r∇aΩbsp � t∇arΩµpdxµqbsu|p

� Ωµppqr∇apdxµqbsp � rpdxµqb∇aΩµsp � rpdxµqb∇aΩµsp
同理有 r∇̃apω 1

b �ωbqsp � rpdxµqb∇̃aΩµsp。又 r∇aΩµsp � r∇̃aΩµsp，得证。

虽然导数 r∇aωbsp 和 r∇̃aωbsp 依赖于 ωb 在 p 点的一个邻域内的值，然而上述定理

表明 rp∇̃a�∇aqωbsp 只依赖于 ωb 在 p 点的值，这说明 p∇̃a�∇aq 是把 p 点的对偶矢量

ωb|p 变为 p 点的 p0, 2q 型张量（rp∇̃a �∇aqωbsp）的线性映射（给定 p 点的任一对偶矢

量 µb，任选对偶矢量场 ωb 使它在 p 点的值 ωb|p � µb，则 rp∇̃a �∇aqωbsp 便是 µb 在

该映射下的像。）。所以 p∇̃a �∇aq 在 p 点对应于一个 p1, 2q 型张量 Ccab，满足

rp∇̃a �∇aqωbsp � Ccabωc|p
因为 p 点可任选，所以M 上的两个导数算符 ∇a 和 ∇̃a 在对 ωb 的作用上的差别体现

为 M 上的一个 p1, 2q 型张量场 Ccab，即

定理 3.2. ∇aωb � ∇̃aωb � Ccabωc, @ωb P F p0, 1q
∇a 的无挠性导致张量场 Ccab 的如下对称性：

定理 3.3. Ccab � Ccba
证明. 令 ωb � ∇bf � ∇̃bf，其中 f P FM，则上式给出 ∇a∇bf � ∇̃a∇̃bf � Ccab∇cf。
交换指标 a，b 得 ∇b∇af � ∇̃b∇̃af � Ccba∇cf。两式相减，注意到无挠性条件，便有
Ccab∇cf � Ccba∇cf。令 Tcab � Ccab � Ccba，则对所有的 f P FM 有 Tcab∇cf � 0，于
是 Tcab 在任一坐标基底的分量 Tσµν � TcabpdxσqcpB{BxµqapB{Bxνqb � 0（其中第二步是

因为 Tcabpdxσqc � Tcab∇cxσ � 0（把 xσ 看作 f）），因而 Tcab � 0。



48 第三章 黎曼（内禀）曲率张量

定理 3.4. ∇avb � ∇̃avb � Cbacvc, @vb P FMp1, 0q

证明. 设 ωb 为 M 上任一对偶矢量场，则

∇apωbvbq � ωb∇avb � vb∇aωb � ωb∇avb � vbp∇̃aωb � Ccabωcq

另一方面，̃∇apωbvbq � ωb∇̃avb�vb∇̃aωb。而ωbv
b为标量场，故∇apωbvbq � ∇̃apωbvbq，

故以上两式右边相等，因而得

ωb∇avb � ωb∇̃avb � Ccabvbωc � ωb∇̃avb � Cbacvcωb, @ωb P FMp0, 1q

于是有定理结论。

用类似方法可以证明 ∇a 与 ∇̃a 作用于任一 pk, lq 型张量场 Ta1���ak
b1���bl

所得结果之

差 ∇aTa1���ak
b1���bl

� ∇̃aTa1���ak
b1���bl

可表为 k� l 项，每项都含 Ccab，与 T 的某一上指

标缩并的 k 项前面为 � 号，与 T 的某一下指标缩并的 l 项前面为 � 号，例如

∇aTbc � ∇̃aTbc � CbadTdc � CdacTbd

一般形式见下面的定理：

定理 3.5.

∇aTb1���bk
c1���cl � ∇̃aTb1���bk

c1���cl�
¸
i

Cbi
adT

b1���d���bk
c1���cl�

¸
j

CdacjT
b1���bk

c1���d���cl , @T P FMpk, lq

上述定理表明任意两个导数算符的差别仅体现在一个张量场 Ccab 上。反之也不难验

证，任给一个导数算符 ∇̃a 和一个下标对称的光滑张量场 Ccab，由上式定义的 ∇a 必满足
导数算符的全部条件，因而也是一个导数算符。可见流形上只要有一个导数算符就会有许多

导数算符。选定导数算符 ∇a 后的流形 M 可记作 pM,∇aq，它比 M 本身有更多结构（∇a
提供附加结构），例如可谈及矢量沿曲线的平移及 pM,∇aq 的曲率。

设 txµu是M的一个坐标系，其坐标基底和对偶坐标基底分别为 tpB{Bxµqau和 tpdxµqau。
在坐标域 O 上定义映射 Ba : FOpk, lq Ñ FOpk, l � 1q 如下（仅以 Tbc P FOp1, 1q 为例写
出）：

BaTbc � pdxµqapB{BxνqbpdxσqcBµTνσ
其中 Tνσ 是 Tbc 在该坐标系的分量，Bµ 是对坐标 xµ 求偏导数的符号 B{Bxµ 的简写。不难
验证 Ba 满足导数算符定义的 5 个条件，可见 Ba 是 O 上的一个导数算符。这是一个从定义

起就依赖于坐标系的导数算符，而且只在该坐标系的坐标域上有定义，称为该坐标系的普通

导数算符。上式表明 BµTνσ 是张量场 BaTbc 在该坐标系的分量，所以 Ba 的定义亦可表为：
张量场 Tb1���bk

c1���cl 的普通导数 BaTb1���bk
c1���cl 的坐标分量等于该张量场的坐标分量对坐

标的偏导数 BpTν1���νk
σ1���σl

q{Bxµ。由此易见：
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（1） 任一坐标系的 Ba 作用于该系的任一坐标基矢和任一对偶坐标基矢结果为零2，即

BapB{Bxνqb � 0, Bapdxνqb � 0

（2） Ba 满足比导数算符的无挠性条件强得多的条件，即

BaBbT ������ � BbBaT ������, 或BraBbsT ������ � 0

其中 T ������ 是任意型张量场。
3

Ba 虽可看作 ∇a 的特例，但其定义依赖于坐标系。我们把与坐标系（或其他人为因素）
无关的那些 ∇a 称为协变导数算符，Ba 不在此列。
定义 3.2. 设 Ba 是 pM,∇aq 上任给的坐标系的普通导数算符，则体现 ∇a 与 Ba 的差别的
张量场 Ccab（把 Ba 看作 ∇̃a）称为 ∇a 在该坐标系的克氏符（Christoffel symbol），记作
Γcab。

注 3.2. 一般书强调克氏符不是张量，本书却说它是张量。这没有实质性矛盾，只是克氏符
的定义有微妙的不同。不用抽象指标的书把克氏符定义为与坐标系有关的一堆数，在坐标变

换下不服从张量变换律，故不构成张量。我们一开始就用映射语言把克氏符 Γcab 定义为张

量，但因它与 Ba 相应，而 Ba 依赖于坐标系，故克氏符是依赖于坐标系的张量（坐标系改
变时张量 .本 .身要变）。设 ∇a 是 M 上指定的导数算符，txµu 和 tx 1µu 是 M 上的两个坐标

系，坐标域之交为 U，∇a 在两系中的克氏符分别为 Γcab 和 Γ̄cab，它们（在 U 中）既可用

txµu 系也可用 tx 1µu 系求分量，设 Γcab 在 txµu 和 tx 1µu 系的分量为 tΓσµνu 和 tΓ 1σµνu
（这两堆数当然满足张量变换律），̄Γcab 在 txµu 和 tx 1µu 系的分量为 tΓ̄σµνu 和 tΓ̄ 1σµνu（也
满足张量变换律），但 tΓσµνu 和 tΓ̄ 1σµνu 不满足张量变换律。而一般书恰恰是把 tΓσµνu 和
tΓ̄ 1σµνu 分别定义为 txµu 系和 tx 1µu 系的克氏符，自然不构成张量。一般书强调 “克氏符
不是张量” 是对的，本书则应强调 “克氏符是 .坐 .标 .系 .依 .赖的张量”。只要采用抽象指标并按
照上述思路讨论（包括使用 “张量面面观” 的优雅论辩），自然要承认反映两个导数算符 ∇a
与 ∇̃a 之差的 Ccab 是张量。在 M 指定了一个导数算符 ∇a 的前提下，选定坐标系就有
导数算符 Ba，把 Ba 看作 ∇̃a，则反映 ∇a 与 Ba 之差的 Ccab（此时记作 Γcab）当然是张

量。然而与此同时应该强调 Γcab 是坐标系依赖的张量（有多少个坐标系就有多少个不同的

Ba，因而有多少个不同的 Γcab。）。这种强调的实质就是在强调一般书所强调的 “克氏符不
是张量”。两种强调只是同一问题的两种提法。重要的不在于提法而在于充分注意问题的实
质，即切记两组分量 tΓσµνu 和 tΓ̄ 1σµνu 之间不遵守张量变换律。
类似地，设 vb 是矢量场，则 Bavb 也是坐标系依赖的张量场，把 Bavb 在 Ba 所在坐标

系展开：

Bavb � pdxµqapB{Bxνqbvν,µ
2例如，第 ν 坐标基矢 pB{Bxνq 的第 σ 坐标分量为 pB{Bxνqσ � pB{Bxνqbpdxσqb � δσν，故其偏导数为零。
3任意型张量场的坐标分量都是标量场（即 n 元函数），故求偏导数的结果与求导顺序无关。
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其中 vν,µ � Bµvν � Bvν{Bxµ（逗号代表求偏导数），一般书强调 vν,µ 不构成张量，我们说

Bavb 是坐标系依赖的张量，也是同一问题的两种提法。说得更具体些，设 Ba 和 B 1a 分别是
坐标系 txµu 和 tx 1µu 的普通导数算符，则一般有 Bavb � B 1avb（所以说 Bavb 是坐标系依赖
的张量）。把 Bavb 和 B 1avb 在各自坐标基底展开：

Bavb � pdxµqapB{Bxνqbvν,µ B 1avb � pdx 1µqapB{Bx 1νqbv 1ν,µ

其中 v 1ν,µ � Bv 1ν{Bx 1µ，则 Bavb � B 1avb 导致 vν,µ 与 v 1ν,µ 之间一般不满足张量分量变换

律。所以一般书说 vν,µ 不是张量。至于 ∇avb，则是与坐标系无关的张量，它在坐标系中的
分量通常记为 vν;µ，即 ∇avb � vν;µpdxµqapB{Bxνqb。由于 ∇avb 与坐标系无关，vν;µ 满足

张量变换律，故一般书说它是张量（其实是张量的分量），并称之为 vν 的协变导数（其实是

协变导数 ∇avb 的坐标分量）。类似地，∇aωb 的坐标分量 ων;µ 也被称为 ων 的协变导数。

定理 3.6. vν;µ � vν,µ � Γνµσvσ, ων;µ � ων,µ � Γσµνωσ
其中 vν 及 ων 为任意矢量场和对偶矢量场在任一坐标基底的分量，Γνµσ 是该系的克

氏符 Γbac 在该基底的分量（一般书的说法是 “Γνµσ 是该系的克氏符”，本书后面为简单起
见也常用这一说法。）。

定理 3.7. 导数算符定义中与缩并可交换顺序的条件等价于

∇aδbc � 0

其中 δbc 看作 p1, 1q 型张量场，其在每点 p PM 的定义为 δbcv
c � vb, @vc P Vp。

流形M 上矢量场对易子 ru, vsa 的定义无需M 有附加结构，但该式的不方便之处在于

它不能脱离被作用对象（标量场 f）。现在，在有了导数算符的概念之后，就可借助于随便一

个导数算符 ∇a 写出矢量场对易子 ru, vsa 的显表达式，见如下定理：

定理 3.8. ru, vsa � ub∇bva � vb∇bua
其中 ∇b 是 .任 .一无挠导数算符。

证明. 对所有 f P F 有

ru, vspfq � upvpfqq � vpupfqq � ub∇bpva∇afq � vb∇bpua∇afq
� ubp∇bvaq∇af� ubva∇b∇af� vbp∇buaq∇af� vbua∇b∇af
� pub∇bva � vb∇buaq∇af

而 ru, vspfq � ru, vsa∇af，证毕。

注 3.3. 取任一坐标系 txµu 的普通导数算符 Bb 作为上式的 ∇b，便有

ru, vsµ � pdxµqaru, vsa � uνBνvµ � vνBνuµ
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3.2 矢量场沿曲线的导数和平移

3.2.1 矢量场沿曲线的平移

在流形 M 上选定一个导数算符 ∇a 后，就有矢量沿曲线平移的概念。

定义 3.3. 设 va 是沿曲线 Cptq 的矢量场。va 称为沿 Cptq 平移的，若 Tb∇bva � 0，其中
Ta � pB{Btqa 是曲线的切矢。

正如 Ta∇af � Tpfq 可解释为函数 f 沿 Ta（即沿 Cptq）的导数那样，Tb∇avb 可解释
为矢量场 va 沿 Tb 的导数。于是上述定义也可解释为：va 沿 Cptq 平移的充要条件是它沿
Tb 的导数为零。

定理 3.9. 设曲线 Cptq 位于坐标系 txµu 的坐标域内，曲线的参数式为 xµptq。令 Ta �
pB{Btqa，则沿 Cptq 的矢量场 va 满足

Tb∇bva � pB{Bxµqapdvµ{dt� ΓµνσTνvσq

证明. 以 Ba 代表坐标系 txµu 的普通导数算符，则

Tb∇bva � TbpBbva � Γabcvcq � TbrpdxνqbpB{BxµqaBνvµ � Γabcvcs
� TνpB{BxµqapBvµ{Bxνq � ΓabcTbvc � pB{BxµqarTνpBvµ{Bxνq � ΓµνσTνvσs

其中 Tν 是曲线切矢 Tb 的坐标分量。又 Tν � dxνptq{dt，故

TνpBvµ{Bxνq � rdxνptq{dtsrBvµptpxqq{Bxνs � dvνptq{dt

证毕。

定理 3.10. 曲线上一点 Cpt0q 及该点的一个矢量决定唯一的沿曲线平移的矢量场。

证明. 若存在把整条曲线含于其坐标域内的坐标系，则由前述定理可知平移定义 Tb∇bva �
0 等价于

dvν{dt� ΓµνσTνvσ � 0, µ � 1, � � � , n
这是关于 n 个待求函数 vµptq 的 n 个一阶常微分方程（注意 Γµνσ 及 Tν 均为 t 的已知函

数），而给定 Cpt0q 点的一个矢量就是给定初始条件 vνpt0q，故有唯一解 vνptq。使用 “接力
法” 不难把上述证明推广至曲线不能被一个坐标域覆盖的情况。

设 p, q PM，则 Vp 和 Vq 是两个矢量空间，两者的元素无法比较。但若有一曲线 Cptq
联接 p, q，就可用下法定义一个由 Vp 到 Vq 的映射：对所有的 va P Vp，由上述定理知在
Cptq 上有唯一的平移矢量场（其在 p 点的值为 va），它在 q 点的值就定义为 va 的像。注

意，这是一个曲线依赖的映射，另选一条联接 p, q 的曲线，va 的像可能不同。然而，无论
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如何，∇a 的存在毕竟使原来毫无联系的 Vp 与 Vq 发生了某种联系（虽然曲线依赖），因此

也把 ∇a 叫做联络。
为什么说∇a是 3维欧氏空间中熟知的 ∇⃗在一般流形上的某种推广？为什么把 Tb∇bva

解释为 va 沿 Tb 的导数？为什么把满足 Tb∇bva � 0 的 va 称为沿曲线平移的矢量场？下

面我们就来回答这些问题。

3.2.2 与度规相适配的导数算符

从本章开始至今未涉及度规，只假定M 上选了一个联络 ∇a。如果M 上还指定了度规

gab，矢量之间就可以谈及内积。为使平移概念与欧氏空间中熟知的平移一致，应补充以下

要求：设 ua，va 为沿 Cptq 平移的矢量场，则 uava（� gabuavb）在 Cptq 上是常数（两
个矢量平移时 “内积” 不变）。设 Ta 为曲线 Cptq 的切矢，则这一要求等价于
0 � Tc∇cpgabuavbq � gabuaTc∇cvb � gabvbTc∇cua � uavbTc∇cgab � uavbTc∇cgab
上式对所有曲线以及沿它平移的任意两个矢量场 ua，va 成立的充要条件为

∇cgab � 0
没有度规时，∇c 的选择非常任意。指定度规后，选 ∇c 时就宜满足附加要求 ∇cgab � 0。

下面证明这一要求决定了唯一的 ∇a。

定理 3.11. 流形 M 上选定度规场 gab 后，存在唯一的 ∇a 使 ∇agbc � 0。
证明. 设 ∇̃a 为任一导数算符，欲求适当的 Ccab 使它与 ∇̃a 决定的 ∇a 满足 ∇agbc � 0。

已知

∇agbc � ∇̃agbc � Cdabgdc � Cdacgbd � ∇̃agbc � Ccab � Cbac
故由 ∇agbc � 0 得

Ccab � Cbac � ∇̃agbc

同理有

Ccba � Cabc � ∇̃bgac
Cbca � Cacb � ∇̃cgab

前两式相加减第三式并利用 Ccab � Ccba，得
2Ccab � ∇̃agbc � ∇̃bgac � ∇̃cgab

或

Ccab � 1

2
gcdp∇̃agbd � ∇̃bgad � ∇̃dgabq

这 Ccab 与 ∇̃a 结合而得的 ∇a 便是方程 ∇agbc � 0 的解。这必定是唯一解，因若 ∇ 1
a 也

满足 ∇ 1
agbc � 0，把 ∇ 1

a 作为上式中的 ∇̃a 便知反映 ∇a 与 ∇ 1
a 差别的 Ccab 为零。
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满足 ∇agbc � 0 的 ∇a 称为与 gab 适配（或相容）的导数算符。今后如无声明，在有

gab 时谈到 ∇a 都是指与 gab 适配的导数算符。可以证明，∇agbc � 0保证 ∇agbc � 0（反
之亦然）。这为计算带来很大方便。

例 3.1. 欧氏空间存在无数满足定义的导数算符，但与欧式度规 δab 相适配的导数算符只有

一个，这就是笛卡尔坐标系 txµu 的普通导数算符 Ba（所有笛卡尔系的 Ba 都相同）, 因为
由 δab 的定义式得 Bcδab � pdxσqcpdxµqapdxνqbBσδµν � 0。对 3 维欧氏空间，笛卡尔坐标

系的 Ba 就是普通矢量场论中熟知的 ∇⃗。

设 ∇a 与 gbc 相适配，取 ∇̃a 为任一坐标系的 Ba，则前述定理中的 Ccab 便是 ∇a 在
该坐标系的克氏符 Γcab，由该定理不难推得 Γcab 在该系的分量 Γσµν 的如下表达式:

Γσµν � 1

2
gσρpgρµ,ν � gνρ,µ � gµν,ρq

推导如下：把 Ba 看作前述定理中的 ∇̃a，则式中的 Ccab 就是 Γcab，故

Γcab � 1

2
gcdpBagbd � Bbgad � Bdgabq

Γσµν � ΓcabpdxσqcpB{BxµqapB{Bxνqb

� 1

2
pdxσqcpB{BxµqapB{BxνqbgcdpBagbd � Bbgad � Bdgabq

� 1

2
pB{BxµqapB{BxνqbgσρpBagbρ � Bbgaρ � Bρgabq

� 1

2
gσρpBµgνρ � Bνgµρ � Bρgµνq

� 1

2
gσρpgνρ,µ � gµρ,ν � gµν,ρq

利用对称性 gab � gba 不难看出这就是要推的结果。此式与 vν;µ � vν,µ� Γνµσvσ, ων;µ �
ων,µ� Γσµνωσ 结合可方便地求得矢量场 va 和对偶矢量场 ωa 的协变导数 ∇avb 和 ∇aωb
的坐标分量 vν;µ 和 ων;µ。

注 3.4. Γσµν 既依赖于 M 上选定的 ∇a 又依赖于坐标系。若 M 有度规 gab，则不加声明

时 ∇a 就是指同 gab 适配的导数算符，而 “某系的克氏符” 就是指这个 ∇a 在该系的克氏
符。例如，谈到 3 维欧氏空间中某坐标系的克氏符时，指的就是同欧氏度规相适配的 ∇a
（即笛卡尔系的 Ba）在该系的克氏符。一个笛卡尔系的 Ba 在任一笛卡尔系的克氏符显然为
零。

设 T⃗ 是 3 维欧氏空间的矢量场，则 T⃗ � ∇⃗f 是梯度 ∇⃗f 在 T⃗ 方向的分量，即 f 沿 T⃗ 方

向的导数。另一方面，由导数算符的条件（d）有 TaBaf � Tpfq，而右边正是 f 沿 Ta 的导

数。可见 TaBaf � T⃗ � ∇⃗f。进一步的问题是：TbBbva 代表什么？答案自然是 va 沿 Ta 的导

数。详见下节。
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3.2.3 矢量场沿曲线的导数与沿曲线的平移的关系

先讨论最简单的特例，即欧氏空间。欧氏空间有一类特殊坐标系（笛卡尔系），用它可

定义矢量的绝对（非曲线依赖）平移。

定义 3.4. 欧氏空间中 p 点的矢量 ⃗̃v 称为 q 点的矢量 v⃗ 平移至 p 点的结果，若两者在同一

笛卡尔系的分量相等（注：对某一笛卡尔系为平移则对任意笛卡尔系也为平移）。

定义 3.5. 欧氏空间中曲线 Cptq 上的矢量场 v⃗ 沿线的导数 dv⃗{dt 定义为
dv⃗
dt

����
p

� lim
∆tÑ0

1

∆t
p⃗ṽ|p � v⃗|pq @p P Cptq

其中 ⃗̃v|p 是把 v⃗|q（q 为 p 在线上的邻点）平移至 p 点的结果，∆t � tpqq � tppq。

现在证明 dv⃗{dt 在抽象指标记号中就是 TbBbva（其中 Tb 是 Cptq 的切矢，Bb 是笛卡
尔系的普通导数算符。），为此只须证明两者在笛卡尔系 txiu 的分量相等：

TbBbva的第 i 分量 � TbBbvapdxiqa � TbBbvi � Tpviq � dvi{dt

另一方面，由上述定义可知

dv⃗
dt

����
p

的第 i 分量 � lim
∆tÑ0

1

∆t
pṽi|p � vi|pq � lim

∆tÑ0

1

∆t
pṽi|q � vi|pq � dvi

dt

����
p

（最后一步无非是函数 viptq 的导数的定义）对比两式可见

dv⃗{dt � Tb∇bva

推广到带任意 ∇a 的任意流形M的任意曲线 Cptq，便自然地把 Tb∇bva 称为 va 沿 Tb（或

沿 Cptq）的导数。有时也用记号 Dva{dt 代表这一导数，即

Dva{dt � Tb∇bva

然而上述绝对平移的定义不能推广到带有任意联络 ∇a 的任意流形 pM,∇aq。后面我们将介
绍流形的内禀曲率概念（并将看到欧氏和闵氏空间的内禀曲率为零），还将指出只有内禀曲

率为零的空间才有绝对的（即与曲线无关的）平移概念。不过，鉴于欧氏空间中 dv⃗{dt � 0
与 v⃗ 沿 Cptq 平移等价（见上述定义），可以自然地把 Tb∇bva � 0 作为 pM,∇aq 中曲线
Cptq 上的矢量场 va 的平移定义，这就解释了本节一开始给出的平移定义提出的动机（但应

特别注意这样定义的平移一般是曲线依赖的）。在这种讲法中，我们是先定义 va 沿曲线的

导数 Tb∇bva 再用它定义 va 沿曲线的平移（与欧氏空间的顺序相反）。由于 va 沿曲线的

导数 Tb∇bva 毕竟比较抽象，在有了曲线依赖的平移概念后，借用平移这一术语反过来对
Tb∇bva 作一解释是有益的。这一解释的实质就是上述定义所表达的含义，见如下定理。
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定理 3.12. 设 va 是 pM,∇aq 的曲线 Cptq 上的矢量场，Tb 是 Cptq 的切矢，p, q 是 Cptq
上的邻点，则

Tb∇bva|p � lim
∆tÑ0

1

∆t
pṽa|p � va|pq

其中 ∆t � tpqq � tppq，ṽa|p 是 va|q 沿 Cptq 平移至 p 点的结果。

3.3 测地线

定义 3.6. pM,∇aq 上的曲线 γptq 叫测地线，若其切矢 Ta 满足 Tb∇bTa � 0。
注 3.5. 1⃝ 可见测地线的充要条件是其切矢沿曲线平移。 2⃝ Tb∇bTa � 0 称为测地线方程。
3⃝ 设流形 M 上有度规场 gab，则 pM,gabq 的测地线是指 pM,∇aq 的测地线，其中 ∇a 与
gab 适配。

设测地线 γptq 位于某坐标系的坐标域内，则以 Ta 代替上节第一个定理中的 va 便得

dTµ

dt
� ΓµνσTνTσ � 0, µ � 1, � � � , n

设 xν � xνptq 是测地线 γptq 的参数式，则 Tµ � dxµ{dt，故上式可改写为
d2xµ

dt2
� Γµνσdxν

dt
dxσ

dt
� 0, µ � 1, � � � , n

这就是测地线方程的坐标分量表达式。

例 3.2. 欧（闵）氏度规在笛卡尔（洛伦兹）系的克氏符为零，测地线方程的通解为 xµptq �
aµt� bµ（其中 aµ, bµ 是常数）。如果把欧（闵）氏空间中在笛卡尔（洛伦兹）系的参数式

为 xµptq � aµt� bµ 的曲线称为直线（段），欧（闵）氏空间的测地线便同义于直线（段）。
可见测地线可看作欧氏空间直线概念向广义黎曼空间的推广。

例 3.3. 设 S2 是 3 维欧氏空间的 2 维球面，以球心为原点建球坐标系，则 3 维欧氏线元为

ds2 � dr2� r2pdθ2� sin2 θdφ2q。若元线段躺在 S2 上，则 r � R（球半径）导致 dr � 0，故
球面上的 “诱导线元”（称为标准球面线元）为 dŝ2 � R2pdθ2� sin2 θdφ2q，就是说，3 维欧
氏度规 δab 在球面 S2 上诱导出 2 维度规 gab，其在坐标基底 tpB{Bθqa, pB{Bφqau 的分量
为 gθθ � R2, gφφ � R2 sin2 θ, gθφ � gφθ � 0。从测地线方程的坐标分量表达式出发可以证
明，以这个度规衡量，球面上的曲线为测地线当且仅当它是大圆弧（并配以适当的参数化）。

定理 3.13. 设 γptq 为测地线，则其重参数化 γ 1pt 1qr� γptqs 的切矢 T 1a 满足

T 1b∇bT 1a � αT 1a（α 为 γptq 上的某个函数）

证明.
Ta �

� B
Bt

a

�
� B
Bt 1

a dt 1

dt
� dt 1

dt
T 1a
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0 � Tb∇bTa � dt 1

dt
T 1b∇b

�
dt 1

dt
T 1a


�
�

dt 1

dt


2
T 1b∇bT 1a � T 1adt 1

dt
T 1b∇b

�
dt 1

dt



右边第二项� T 1a dt1

dt
d

dt1
�

dt1
dt

� � T 1a d2t1

dt2 ，故 T 1b∇bT 1a � � � dt
dt1
�2 d2t1

dt2 T
1a。令 α � � � dt

dt1
�2 d2t1

dt2 ，

得证。

定理 3.14. 设曲线 γptq 的切矢 Ta 满足 Tb∇bTa � αTa（α 为 γptq 上的函数），则存在
t 1 � t 1ptq 使得 γ 1pt 1qr� γptqs 为测地线。

定义 3.7. 能使曲线成为测地线的参数叫该曲线的仿射参数。

注 3.6. 有时也把满足 Tb∇bTa � αTa 的曲线叫测地线。不过，为避免混淆，最好称之为

“非仿射参数化的测地线”。

定理 3.15. 若 t 是某测地线的仿射参数，则该线的任一参数 t 1 是仿射参数的充要条件为

t 1 � at� b（其中 a, b 为常数且 a � 0）。

定理 3.16. 流形 M 的一点 p 及 p 点的一个矢量 va 决定唯一的测地线 γptq，满足

（1） γp0q � p；

（2） γptq 在 p 点的切矢等于 va。

证明. 任取一坐标系 txµu 使坐标域含 p，则测地线方程的坐标分量表达式可看作关于 n 个

待求函数 xµptq 的 n 个二阶常微分方程，则给定 p P M 及 va P Vp 就是给定初始条件
xµp0q � xµ|p 及 pdxµ{dtq|0 � va，故有唯一解。

定理 3.17. 测地线的线长参数必为仿射参数。

众所周知，欧氏空间中两点之间直线（段）最短。现在讨论这一结论在多大程度上适用

于带洛伦兹度规的流形（时空）。

定理 3.18. 设 gab 是流形 M 上的洛伦兹度规场，p, q PM，则 p, q 间的光滑类空（类时）

曲线为测地线当且仅当其线长取极值。

注 3.7. 1⃝ 本定理也适用于 gab 为正定度规的情况（这时曲线的定语 “类空（类时）” 略
去）。 2⃝ 线长取极值的含义如下：设 C 是 p, q 间的类空（类时）曲线，则可对它做微小修

改而得到 p, q 间的与 C“无限邻近” 的许多类空（类时）曲线。上述定理断定 C 为测地线的

充要条件是其长度在所有这些类空（类时）曲线的长度中取极值。一元函数 fpxq 取极值的
条件是一阶导数为零，然而上述定理涉及的长度 l（看作 “因变量”）相应的 “自变量” 不是
实数而是曲线，关心的是从一条曲线变到另一曲线时 l 的变化，因此 l 不是一元函数而是

泛函。根据变分理论，l 取极值的充要条件是 l 的变分 δl 为零。
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一元函数 fpxq 的极值可为极小（其充分条件为 f 1pxq � 0, f2pxq ¡ 0），也可为极大

（其充分条件为 f 1pxq � 0, f2pxq   0），还可为既非极小又非极大（其必要条件为 f 1pxq �
0, f2pxq � 0）。与此类似，线长的极值也有上述三种可能，讨论如下。
先讨论 gab 为正定度规的情况。给定 p, q 之间的任一曲线，总可略加修改而得长度更

大的曲线，故 p, q 间的曲线长度无极大可言。设 C 是 p, q 间长度极小的一条曲线，由前述

定理知它必为测地线。然而 p, q 间的测地线却未必长度极小，因为极值可以既非极小又非

极大。可以证明，测地线长度取极小值的充要条件是线上不存在共轭点对。欧氏空间当然没

有共轭点对，因此两点之间直线（段）最短。

再讨论 gab 为洛伦兹度规的情况。先看闵氏时空这一最简单特例。前已说过闵氏时空

中直线与测地线同义。设 p, q 间有类时测地线 γ 相连，它是否为 p, q 间的最短线？否。由

于类光曲线长度为零，任一类时曲线 C 都不是最短线，因为总可对它略加修改而成为足够

接近类光的类时曲线 C 1，其长度小于 C。事实上，类时测地线 γ 非但不是最短线，而且是

p, q 间的最长线。以 2 维闵氏时空为例证明（容易推广至任意维闵氏时空）。由于 γ 的参数

式 xµptq 为线性函数，可通过洛伦兹坐标的平移和伪转动选择洛伦兹系 tx0, x1u 使其 x0 坐

标线与 γ 重合。设 C 是 p, q 间的任一类时非测地线，用许多等 x0 线把 γ 分成许多元段，

由闵氏线元表达式可知 γ 和 C 的元段的线长依次为

dlγ �
?
�ds2 �

a
�r�pdx0q2 � 0s � dx0

dlC �
a
�r�pdx0q2 � pdx1q2s   dx0 � dlγ

上述结果也适用于其他任一对元段，可见 lγ ¡ lC，即闵氏时空的类时测地线是最长类时线。
换句话说，闵氏时空中两点之间（类时）直线（段）最长。又因为最长线必为测地线，所以

对闵氏时空而言，两点间的类时线为最长线的充要条件是它为测地线。再讨论一般时空，设

C 是 p, q 间长度极大的类时线，则由定理可知它是测地线。然而反过来却未必，因为定理

只保证 p, q 间的类时测地线长取极值，不保证它是极大（当然，由于类光曲线长度为零，它

肯定也不是极小。）。可以证明，任意时空中类时测地线长为极大的充要条件是线上不存在共

轭点对。小结：对任意时空中有类时联系的两点： 1⃝ 两点间的最长线是类时测地线； 2⃝ 两

点间的类时测地线未必是最长线（对闵氏时空一定是）； 3⃝ 两点间没有最短类时线。

3.4 黎曼曲率张量

3.4.1 黎曼曲率的定义和性质

导数算符 ∇a 的无挠性保证 p∇a∇b�∇b∇aqf � 0，即 ∇a∇bf 是个对称的 p0, 2q 型张
量。把算符 p∇a∇b �∇b∇aq 称为导数算符 ∇a 的对易子，则 ∇a 的无挠性体现为其对易
子对函数的作用结果为零。然而无挠导数算符的对易子对其他型号的张量场的作用结果却

未必为零，黎曼曲率张量正是这种非对易性的表现。
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定理 3.19. 设 f P F ,ωa P F p0, 1q，则

p∇a∇b �∇b∇aqpfωcq � fp∇a∇b �∇b∇aqωc

证明. 把 ∇a∇bpfωcq 和 ∇b∇apfωcq 分别展为 4 项，两者相减，注意到无挠性条件，便可

得证。

定理 3.20. 设 ωc,ω
1
c P F p0, 1q 且 ω 1

c|p � ωc|p，则

rp∇a∇b �∇b∇aqω 1
cs|p � rp∇a∇b �∇b∇aqωcs|p

证明. 令 Ωc � ω 1
c �ωc，则要证的结果等价于 rp∇a∇b �∇b∇aqΩcs|p � 0，将其中的 Ωc

展开为坐标分量表达式，利用前一定理的结果即可得证。

上述定理表明 p∇a∇b �∇b∇aq 是把 p 点的对偶矢量 ωc|p 变为 p 点的 p0, 3q 型张量
rp∇a∇b �∇b∇aqωcs|p 的线性映射，做法是：把 ωc|p 任意延拓而得一个定义于 p 点某邻

域的对偶矢量场 ωc，求出 p∇a∇b�∇b∇aqωc，再取其在 p 点的值便得映射的像。该定理

保证这个像与延拓方式无关。于是 p∇a∇b �∇b∇aq 对应于 p 点的一个 p1, 3q 型张量，叫
黎曼曲率张量，记作 Rabc

d。又因 p 点任意，故 Rabc
d 是张量场。于是有

定义 3.8. 导数算符 ∇a 的黎曼曲率张量场Rabcd 由下式定义

p∇a∇b �∇b∇aqωc � Rabcdωd, @ωc P F p0, 1q

黎曼张量场反映导数算符的非对易性，是描述 pM,∇aq 内禀性质的张量场。只要选定
导数算符就可谈及其黎曼张量。当然，对广义黎曼空间 pM,gabq 也可谈及黎曼张量，亦称
gab 的黎曼张量，是指与 gab 适配的那个导数算符 ∇a 的黎曼张量场。黎曼张量场为零的
度规称为平直度规。下面证明欧氏和闵氏度规都是平直度规。

定理 3.21. 欧氏空间 pRn, δabq 和闵氏空间 pRn, ηabq 的黎曼曲率张量场为零。

证明. 欧（闵）氏空间任一笛卡尔（洛伦兹）系的普通导数算符 Ba 是与 δbc 适配的那个特

定的导数算符。而

pBaBb � BbBaqωc � pdxµqapdxνqbpdxσqcpBµBνωσ � BνBµωσq � 0, @ωc

故 Ba 的 Rabc
d 为零。

因此欧氏空间和闵氏空间都称为平直空间。事实上，闵氏空间在许多方面类似于欧氏空

间，故又称为伪欧空间。

黎曼曲率张量反映导数算符作用于对偶矢量场的非对易性。由此可推知导数算符作用于

任意型张量场 Tc1���ckd1���dl
的非对易性，即推出用 Rabc

d 表述 p∇a∇b�∇b∇aqTc1���ckd1���dl

的公式。我们有如下定理：
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定理 3.22. p∇a∇b �∇b∇aqvc � �Rabdcvd,@vc P F p1, 0q

证明. 对所有的 ωc P F p0, 1q，有 vcωc P F，故由无挠性条件得

0 � p∇a∇b �∇b∇aqpvcωcq � ∇apvc∇bωc �ωc∇bvcq �∇bpvc∇aωc �ωc∇avcq
� vc∇a∇bωc �ωc∇a∇bvc � vc∇b∇aωc �ωc∇b∇avc

从而 ωcp∇a∇b �∇b∇aqvc � �vcp∇a∇b �∇b∇aqωc � �vcRabcdωd � �ωcRabdcvd 于
是定理得证。

定理 3.23. 对于所有的 Tc1���ckd1���dl
P F pk, lq 有

p∇a∇b �∇b∇aqTc1���ckd1���dl
� �

ķ

i�1

Rabe
ciTc1���e���ckd1���dl

�
ļ

j�1

Rabdj

eTc1���ckd1���e���dl

定理 3.24. 黎曼曲率张量有以下性质

（1） Rabc
d � �Rbacd

（2） Rrabcs
d � 0（循环恒等式）

（3） ∇raRbcsd
e � 0（Bianchi 恒等式）

若 M 上有度规场 gab 且 ∇agbc � 0，则可定义 Rabcd � gdeRabce，且 Rabcd 还满足

（4） Rabcd � �Rabdc

（5） Rabcd � Rcdab

证明.（1） 由定义显见。

（2） 因 Rrabcs
dωd � ∇ra∇bωcs �∇rb∇aωcs � 2∇ra∇bωcs，故只须证

∇ra∇bωcs � 0, @ωc P F p0, 1q

而（取 ∇̃a 为 Ba）

∇ap∇bωcq � Bap∇bωcq � Γdab∇dωc � Γdac∇bωd
� BapBbωc � Γebcωeq � Γdab∇dωc � Γdac∇bωd
� pBaBbωc � BaΓebcωe � ΓebcBaωeq � Γdab∇dωc � Γdac∇bωd

故∇ra∇bωcs � BraBbωcs�BraΓebcsωe�ΓerbcBasωe�Γdrab∇|d|ωcs�Γdrac∇bsωd下标
rab|d|cs中的 |d|表明 d不参与反称化。注意到 ∇a∇bωc � ∇b∇aωc 和 Γebc � Γecb，
可知上式右边每项都为零。
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（3） 只须证 ∇raRbcsd
eωe � 0, @ωe P F p0, 1q，而

∇aRbcdeωe � ∇apRbcdeωeq � Rbcde∇aωe
� ∇ap∇b∇cωd �∇c∇bωdq � Rbcde∇aωe
� ∇a∇b∇cωd �∇a∇c∇bωd � Rbcde∇aωe
� ∇a∇b∇cωd �∇b∇a∇cωd � Rbcde∇aωe
� p∇a∇b �∇b∇aq∇cωd � Rbcde∇aωe
� Rabde∇cωe � Rabce∇eωd � Rbcde∇aωe

现在取反称化，并注意到循环恒等式，有

∇raRbcsd
eωe � Rrab|d|e∇csωe � Rrabcse∇eωd � Rrbc|d|e∇asωe

� Rrab|d|e∇csωe � Rrab|d|e∇csωe
� 0

（4） 由 ∇agcd � 0 得

0 � p∇a∇b �∇b∇aqgcd � Rabceged � Rabdegce � Rabcd � Rabdc

（5） 把循环恒等式展开，即 Rabc
d � Rcabd � Rbcad � Racbd � Rcbad � Rbacd � 0，而

带负号的每一项都等于带正号的对应项，所以 Rabc
d � Rcab

d � Rbca
d � 0，因此

Rabc
d � Rcad

b � Rcbad。为了让等式中出现 Rcda
b，我们分别交换 a, d 和 b, d，得

到 Rdbc
a � Rcda

b � Rcbda 和 Radc
b � Rcab

d � Rcdab。将此三式相加，得 Rabc
d �

Rdbc
a� Radcb � 2Rcdab。把等号左边的 c 都调到最后，即 Rbad

c� Rbdac� Rdabc �
Rbad

c � Rabdc � 2Rbadc � 2Rcdab，而这就等价于我们要证的。

注 3.8. 设 dimM � n，则 Rabc
d 的分量 Rµνσ

ρ 共有 n4 个。但由于满足前述定理中的代

数等式，独立分量数仅为

N � n2pn2 � 1q{12

选定度规后，每个 p0, 2q 型张量 Tab 对应于一个 p1, 1q 型张量 Tab � gacTcb，即矢量

空间上的一个线性变换，其在任意基底的分量组成一个矩阵，不同基底对应的矩阵互为相似

矩阵，故有相同的迹，其值为 Taa � gacTac，称为张量 Tab 的迹，也称为 Tab 的迹。类

似地，给定 p0, 4q 型张量 Rabcd，原则上可通过缩并得到以下六个 “迹”（每个 “迹” 是一个
p0, 2q 型张量）：gabRabcd，gacRabcd，gadRabcd，gbcRabcd，gbdRabcd 及 gcdRabcd。然而，

由于黎曼张量 Rabc
d 降指标后所得 Rabcd 的性质及 gac 的对称性，易见上述六个缩并中的

第一、六个为零；第二、五个相等（理由：gacRabcd � gacRbadc，与 gbdRabcd 实质一样，
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只因要照顾指标平衡而不写 gacRabcd � gbdRabcd）；第三、四个相等并等于第二、五个之

负，故六个缩并中只有一个独立，例如可取 gbdRabcd � Rabcb，记作 Rac，称为里奇张量。

应该强调的是为定义里奇张量无需借用度规，因为 Rac � Rabcb 天生就有明确意义。Rac 还
可借度规求迹，即 gacRac，记作 R，称为标量曲率。易证 Rac � Rca。此外还应掌握 Rabc

d

的无迹部分，叫外尔张量，定义如下：

定义 3.9. 对维数 n ¥ 3 的广义黎曼空间，外尔张量Cabcd 由下式定义：

Cabcd � Rabcd � 2

n� 2pgarcRdsb � gbrcRdsaq �
2

pn� 1qpn� 2qRgarcgdsb

定理 3.25. 外尔张量有以下性质：

（1） Cabcd � �Cbacd � �Cabdc � Ccdab, Crabcsd � 0

（2） Cabcd 的各种迹都为零，例如 gacCabcd � 0

注 3.9. 外尔张量的定义说明 Rabcd 是其无迹部分 Cabcd 与有迹部分

2

n� 2pgarcRdsb � gbrcRdsaq �
2

pn� 1qpn� 2qRgarcgdsb

之和。

定义 3.10. 广义黎曼空间的爱因斯坦张量Gab 由下式定义

Gab � Rab � 1

2
Rgab

定理 3.26. ∇aGab � 0（其中 ∇aGab � gac∇cGab）。

证明. 由 Bianchi 恒等式有 0 � ∇aRbcde � ∇cRabde � ∇bRcade。指标 a 同 e 缩并得

0 � ∇aRbcda �∇cRabda �∇bRcada � ∇aRbcda �∇cRbd �∇bRcd。以 gbd 作用得

0 � gbd∇aRbcda � gbd∇cRbd � gbd∇bRcd
� ∇aRca �∇cR�∇bRcb � 2∇aRca �∇cR

故 ∇aGab � ∇aRab � 1
2
R∇agab � ∇aRba � 1

2
R∇b � 0，其中第二步用到 Rab � Rba 以及

∇aGab 的定义，第三步用到上式。

爱因斯坦张量 Gab 及其满足的上述定理对建立广义相对论的爱因斯坦方程有重要作用。

3.4.2 由度规计算黎曼曲率

设 M 上给定度规 gab，由 ∇agbc � 0 便决定唯一的联络 ∇a，因而有黎曼张量 Rabc
d。

常见的问题是已知 gab 欲求 Rabc
d。所谓计算某张量，就是求出它在某基底的分量。基底分
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为坐标基底和非坐标基底两大类，本小节只讲用坐标基底求曲率的方法，用非坐标基底的方

法将在后面的章节介绍。

任选坐标系后，度规分量 gµν 便是已知量，满足 ∇agbc � 0 的联络 ∇a 在此坐标系下
的体现就是它在该系的克氏符

Γσµν � 1

2
gσρp�gµν,ρ � gρµ,ν � gνρ,µq

Γσµν有三个具体指标，故 Γσµν含 n3个数。对称性 Γσµν � Γσνµ使这 n3个数中只有 n2pn�
1q{2个独立（当 n � 4时有 40个数独立，其分别为 Γ000, Γ

0
01, Γ

0
02, Γ

0
03, Γ

0
11, Γ

0
12, Γ

0
13, Γ

0
22, Γ

0
23, Γ

0
33; Γ100, � � � ; Γ200, � � � ; Γ300, � � �）。

计算的第一步就是从已知的 gµν 求出全部非零的 Γσµν。

由黎曼张量定义有 Rabc
dωd � 2∇ra∇bsωc，其中 ∇a∇bωc 可借前面证明中的等式表

为 6 项（原式共 5 项，第 5 项的 ∇bωd 又可展为两项，即 Bbωd � Γebdωe），对每项的指
标 a, b 反称化，注意到 BraBbsωc � 0，Γdrabs � Γdrpabqs � 0，便得

Rabc
dωd � 2pBraBbsωc � BraΓebscωe � ΓecrbBasωe � Γdrabs∇dωc � Γdcra∇bsωdq

� 2p�BraΓebscωe � ΓecrbBasωe � ΓdcraBbsωd � ΓdcraΓebsdωeq
� �2BraΓdbscωd � 2ΓecraΓdbseωd, @ωd P F p0, 1q

故 Rabc
d � �2BraΓdbsc � 2ΓecraΓdbse，其坐标分量为

Rµνσ
ρ � �2BrµΓρνsσ � 2ΓλσrµΓρνsλ
� Γρµσ,ν � Γρνσ,µ � ΓλσµΓρνλ � ΓλσνΓρµλ

其中 Γρµσ,ν � BΓρµσ{Bxν。由上式又可得里奇张量的坐标分量表达式

Rµσ � Rµνσν � Γνµσ,ν � Γννσ,µ � ΓλσµΓννλ � ΓλσνΓνµλ

3.5 内禀曲率和外曲率

根据直觉，平面是平直的，曲面是弯曲的。说得准确些，这些 “平面” 和 “曲面” 都是指
镶嵌在 3 维欧氏空间中的 2 维面（后者例如球面和柱面）。现在问：对给定的 n 维流形，可

否也仿照这一思路谈及它是否弯曲？只要它能被镶嵌进 n� 1 维流形，就可这样讨论。把流
形镶进高一维流形所定义的曲率叫 “外曲率”，有准确定义。3 维欧氏空间中的球面和圆柱
面由这一定义求得的外曲率都非零，同直观感觉吻合。然而本章介绍的黎曼张量却是内禀曲

率，它反映流形 M 在指定联络 ∇a 后的 “内禀弯曲性”，无须镶嵌进高一维的流形去判断，
与外曲率并不相同（一般而言，pM,gabq 中凡是只由 gab（而不必嵌入高一维流形）决定的

性质都称为 pM,gabq 的内禀性质。）。“内禀弯曲性” 的 “弯曲” 一词反映的只是以下三个等
价性质，具有这些性质的广义黎曼空间叫弯曲空间。
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（1） 导数算符的非对易性，即 p∇a∇b�∇b∇aqωc � Rabcdωd, @ωd P F p0, 1q，其中非零
张量场 Rabc

d 被用作内禀（黎曼）曲率的定义。

（2） 矢量平移的曲线依赖性

pM,∇aq中两点 p, q的切空间 Vp 和 Vq 之间存在一个曲线依赖的平移映射：对 p, q之

间的一段曲线，p 点的任一矢量 va 决定线上的一个平移矢量场 ṽa（满足 ṽa|p � va），
它在 q 点的值 ṽa|q 就定义为 va 的像，或说 ṽa|q 是 va 沿线平移至 q 的结果。对欧

氏、闵氏空间以及所有平直空间，这一平移与曲线无关，因此在谈到 “把 p 点的矢量

平移到 q 点” 时不必说明沿哪条曲线，这种简单性称为平移的绝对性，是人们十分熟
悉的。然而弯曲空间就不如此简单。可以证明，内禀曲率 Rabc

d 非零的充要条件是存

在这样的闭合曲线，线上某点的一个矢量沿线平移一周后不复原（所得矢量与原矢量

不等），因此平移同曲线有关（只存在曲线依赖的平移概念）。

（3） 存在初始平行后来不平行的测地线

平直空间的曲率张量场 Rabc
d 为零，因此不具有以上三个性质中的任一个。具体地说，

1⃝ 与平直度规适配的导数算符 Ba（即笛卡尔或洛伦兹系的普通导数算符）不存在非对易性；
2⃝ 矢量平移同曲线无关，因此可谈及矢量的 “绝对平移”； 3⃝ 平行直线永不相交。

内禀曲率与外曲率是不同的概念。例如，3 维欧氏空间中的 2 维圆柱面的外曲率非零而

内禀曲率为零。圆柱面可看作平面上介于两条直线 l1 和 l2 之间的部分在两直线认同（粘

合）后的结果。由于 p 点的 Rabc
d 的计算只涉及 p 点的一个邻域，p 点的 Rabc

d 不会因 l1

和 l2 的认同而变得非零。
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第四章

李导数、Killing 场和超曲面

4.1 流形间的映射

设M、N 为流形（维数可不同），ϕ : MÑ N 为光滑映射。以 FM 和 FN 分别代表M

和 N 上光滑函数的集合，FMpk, lq 和 FNpk, lq 分别代表 M 和 N 上光滑 pk, lq 型张量场
的集合。ϕ 自然诱导出一系列映射如下。

定义 4.1. 拉回映射ϕ� : FN Ñ FM 定义为

pϕ�fq|p � f|ϕppq, @f P FN, p PM

即 ϕ�f � f � ϕ。

由定义不难证明：

（1） ϕ� : FN Ñ FM 是线性映射，即

ϕ�pαf� βgq � αϕ�pfq � βϕ�pgq @f, g P FN, α, β P R

（2） ϕ�pfgq � ϕ�pfqϕ�pgq, @f, g P FN

定义 4.2. 对 M 中任一点 p 可定义推前映射ϕ� : Vp Ñ Vϕppq 如下：@va P Vp，定义其像
ϕ�v

a P Vϕppq 为
pϕ�vqpfq� vpϕ � fq, @f P FN

还应证明这样定义的 ϕ�v
a 满足矢量定义的两个要求，从而确是 ϕppq 点的矢量。许多

文献也把 ϕ� 称为 ϕ 的切映射。

定理 4.1. ϕ� : Vp Ñ Vϕppq 是线性映射，即

ϕ�pαua � βvaq � αϕ�u
a � βϕ�v

a @ua, va P Vp, α, β P R

65
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定理 4.2. 设 Cptq 是 M 中的曲线，Ta 为曲线在 Cpt0q 点的切矢，则 ϕ�T
a P VϕpCpt0qq 是

曲线 ϕpCptqq 在 ϕpCpt0qq 点的切矢（曲线的切矢的像是曲线像的切矢）。

证明. 根据推前映射、曲线切矢以及拉回映射的定义

ϕ�T
apfq � Tapϕ�fq � dpϕ�fpCqq

dt

����
t0

� dfpϕpCqq
dt

����
t0

而这就是曲线 ϕpCptqq 在 ϕpCpt0qq 点的切矢。

定义 4.3. 拉回映射可按如下方式延拓至 ϕ� : FNp0, lq Ñ FMp0, lq：@T P FNp0, lq，定义
ϕ�pTq P FMp0, lq 为

pϕ�Tqa1���al
|ppv1qa1 � � � pvlqal � Ta1���al

|ϕppqpϕ�v1qa1 � � � pϕ�vlqal , @p PM,v1, � � � , vl P Vp

定义 4.4. @p P M，推前映射 ϕ� 可按如下方式延拓至 ϕ� : TVp
pk, 0q Ñ TVϕppq

pk, 0q（即
ϕ� 是把 p 点的 pk, 0q 型张量变为 ϕppq 点的同型张量的映射）：@T P TVp

pk, 0q，其像
ϕ�pTq P TVϕppq

pk, 0q 由下式定义：

pϕ�Tqa1���alpω1qa1
� � � pωkqak

� Ta1���alpϕ�ω1qa1
� � � pϕ�ωkqak

, @ω1, � � � ,ωk P V�
ϕppq

其中 pϕ�ωqa 定义为 pϕ�ωqava � ωapϕ�vqa, @va P Vp。

注 4.1. 拉回映射 ϕ� 能把 N 上的 p0, lq 型张量场变为 M 上的同型张量场，是 .场变为 .场的
映射；推前映射 ϕ� 只能把 M 中一点 p 的 pk, 0q 型张量变为其像点 ϕppq 的同型张量。可
否将 ϕ� 延拓为把 M 上的 pk, 0q 型张量 .场变为 N 上的同型张量 .场的映射？在一般情况下
不能。以矢量场为例。关键在于，给定 M 上一个矢量场 v 后，要定义 N 上的像矢场 ϕ�v

就要对 N 的任一点 q 定义一个矢量，而这势必涉及 q 点的逆像 ϕ�1pqq。如果 ϕ 不是到上

映射，则 ϕ�1pqq 可能不存在，从而无法用 ϕ�1pqq 点的 v 作为右边的 v；如果 ϕ 不是一

一映射，则逆像 ϕ�1pqq 可能多于一点，从而无法确定该用哪一逆像点的 v 作为右边的 v。

这暗示，如果 ϕ 只是光滑映射，则 ϕ� 未必能把场推前为场。然而，如果 ϕ : MÑ N 是微

分同胚映射，则上述困难不复存在，推前映射 ϕ� 可看作把 M 上的 pk, 0q 型张量 .场变为 N

上同型张量 .场的映射，即 ϕ� : FMpk, 0q Ñ FNpk, 0q。再者，由于 ϕ�1 存在而且光滑，其

拉回映射 ϕ�1� 把 FMp0, lq 映到 FNp0, lq，这可看作 ϕ 的推前映射 ϕ�，于是 ϕ� 又可进

一步推广为 ϕ� : FMpk, lq Ñ FNpk, lq。例如，设 Tab P FMp1, 1q，则 pϕ�Tqab P FNp1, 1q
定义为

pϕ�Tqab|qωavb � Tab|ϕ�1pqqpϕ�ωqapϕ�vqb, @q P N,ωa P V�
q , v

b P Vq

其中，pϕ�vqb 应理解为 pϕ�1
� vqb。同理，拉回映射也可推广为 ϕ� : FNpk, lq Ñ FMpk, lq。

推广后的 ϕ� 和 ϕ� 仍为线性映射，而且互逆。



4.2 李导数 67

设 ϕ : MÑ N是微分同胚，p PM，txµu和 tyµu分别是M和 N的局域坐标系，坐标

域 O1 和 O2 满足 p P O1, ϕppq P O2。于是 p P ϕ�1rO2s。ϕ 为微分同胚保证M 和 N 的维

数相等，故 txµu 和 tyµu 的 µ 都是从 1 到 n。微分同胚本是点的变换，但也可等价地看作

坐标变换，因为可用 ϕ : MÑ N 在 ϕ�1rO2s 上定义一组新坐标 tx 1µu 如下：@q P ϕ�1rO2s，
定义 x 1µpqq � yµpϕpqqq。可见微分同胚映射 ϕ 在 p 的邻域 O1 X ϕ�1rO2s 上自动诱导出
一个坐标变换 xµ ÞÑ x 1µ。由前述定理不难证明 @q P O1 X ϕ�1rO2s 有

ϕ�rpB{Bx 1µqa|qs � pB{Byµqa|ϕpqq
由此又可证明

ϕ�rpdx 1µqa|qs � pdyµqa|ϕpqq
于是对微分同胚映射 ϕ : M Ñ N 就存在两种观点： 1⃝ 主动观点, 它如实地认为 ϕ 是点的

变换（把 p 变为 ϕppq）以及由此导致的张量变换（把 p 点的张量 T 变为 ϕppq 点的张量
ϕ�T）； 2⃝ 被动观点，它认为点 p 及其上的所有张量 T 都没变，ϕ : MÑ N 的后果是坐标

系有了变换（从 txµu 变为 tx 1µu）。这两种观点虽然似乎相去甚远，但在实用上是等价的。
下面的定理可以看作等价性的某种表现。

定理 4.3. pϕ�Tqµ1���µk
ν1���νl

|ϕppq � T 1µ1���µk
ν1���νl

|p, @T P FMpk, lq
式中左边是新点 ϕppq 的新张量 ϕ�T 在老坐标系 tyµu 的分量，右边是老点 p 的老张

量 T 在新坐标系 tx 1µu 的分量。
注 4.2. 上式是实数等式，左边是由主动观点（认为点和张量变了而坐标系没变）所得的数，
右边是由被动观点（认为点和张量没变但坐标系变了）所得的数。两边相等就表明两种观点

在实用上等价。

例 4.1. 设 va P Vp，令 ua � ϕ�v
a P Vϕppq，则由上述定理不难证明

uµ � vνpBx 1µ{Bxνq|p

4.2 李导数

根据前面的知识我们知道M 上的一个光滑矢量场 va 给出一个单参微分同胚群 ϕ。1设

T ������ 是 M 上的光滑张量场，则 ϕ�
t T

���
��� 也是同型光滑张量场，其中 ϕt 是单参微分同胚群

ϕ 的一个群元。这两个张量场在点 p PM 的值之差 ϕ�
t T

���
���|p � T ������|p 是 p 点的张量，它

与 t 之商 pϕ�
t T

���
���|p � T ������|pq{t 在 t 趋于零时的极限可看作张量场 T ������ 在 p 点的某种导

数，于是有以下定义：

定义 4.5. LvT
a1���ak

b1���bl
� lim

tÑ0

1
t
pϕ�
t T
a1���ak

b1���bl
� Ta1���ak

b1���bl
q

称为张量场 Ta1���ak
b1���bl

沿矢量场 va 的李导数（Lv 中的 v 不写为 va，以免误解。）。
1若 va 不完备，则只能给出单参微分同胚局部群。本节只涉及局部性质，无须明确区分局部和整体。
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注 4.3. 因 ϕ�
t 为线性映射，故李导数是由 FMpk, lq 到 FMpk, lq 的线性映射。还可证明

Lv 同缩并可交换顺序。

定理 4.4. Lvf � vpfq, @f P F

证明. @p PM，设 Cptq是 ϕ过 p点的轨道，p � Cp0q，则 ϕtppq � Cptq且 va|p � pB{Btqa|p
是 Cptq 在 p 点的切矢，故

Lvf|p � lim
tÑ0

1

t
pϕ�
t f� fq|p � lim

tÑ0

1

t
rfpϕtppqq � fppqs

� lim
tÑ0

1

t
rfpCptqq � fpCp0qqs � d

dt
pf � Cq|t�0 � vpfq|p

下面以 n � 2 为例介绍一种对计算李导数很有用的坐标系。设 tx1, x2u 为坐标系，则
x1 坐标线和 x2 坐标线组成坐标 “网格”，欲知坐标域中某点的坐标，只须看它位于网格的
哪两条坐标线的交点。求李导数时总要给定矢量场 va，可以选定它的积分曲线为 x1 坐标线

（t 充当 x1），再相当任意地选定另一组与这组曲线横截（即交点上两线切矢不平行）的曲线

作为 x2 坐标线，这样得到的坐标系称为矢量场 va 的适配坐标系。换句话说，矢量场 va 就

是其适配坐标系的第一坐标基矢场，即 va � pB{Bx1qa。以上讨论可推广至任意维流形。
定理 4.5. 张量场 Ta1���ak

b1���bl
沿 va 的李导数在 va 的适配坐标系的分量

pLvTqµ1���µk
ν1���νl

� BTµ1���µk
ν1���νl

Bx1
注 4.4. 上式左边在坐标变换时满足张量变换律而右边则否，故不能改写为张量等式。

证明. 仅以 n � 2, k � l � 1 为例（容易推广至一般情况）。因 ϕ�
t � pϕ�1

t q� � ϕ�t�，李导

数定义式在任一坐标系（现在取适配坐标系）的分量式为

pLvTqµν|p � lim
tÑ0

1

t
rpϕ�t�Tqµν|p � Tµν|ps, @p PM

令 q � ϕtppq，因上式只涉及 p 点附近的情况，总可以认为 p, q 点都在同一适配坐标域内。

对 ϕ�t 而言，q 为老点，p 为新点，故由坐标变换 “主动观点” 和 “被动观点” 的等价性得

pϕ�t�Tqµν|p � T 1µν|q �
�Bx 1µ
Bxρ

Bxσ
Bx 1ν T

ρ
σ

�
q

其中第二步用到张量的分量变换律。式中 xσ 为适配（老）坐标，x 1µ 是由 ϕ�t 诱导的新坐标。

上式右边涉及新老坐标间的偏导数在 q 点的值，要计算就必须找出 q 点的一个小邻域 N 内

的坐标变换。@q̄ P N，记 p̄ � ϕ�tpq̄q。由适配坐标的定义知 x1pq̄q � x1pp̄q�t, x2pq̄q � x2pp̄q，
而按定义，ϕ�t 在 q̄ 诱导的新坐标则为 x 11pq̄q � x1pp̄q, x 12pq̄q � x2pp̄q，故 x 11pq̄q �
x1pq̄q � t, x 12pq̄q � x2pq̄q。因为 q̄ 为 N 内任一点，故对 N 有 x 11 � x1 � t, x 12 � x2，求导
得 pBx 1µ{Bxρq|q � δµρ, pBxσ{Bx 1νq|q � δσν，于是上式成为 pϕ�t�Tqµν|p � Tµν|q，带入前
式便得 pLvTqµν|p � BTµν{Bx1|p。
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由上述定理可知 Lv 满足莱布尼茨律。

定理 4.6. Lvu
a � rv, usa, @ua, va P F p1, 0q

或者，借助于对易子的表达式，有

Lvu
a � vb∇bua � ub∇bva

其中 ∇a 为任一无挠导数算符。

证明. 待证命题是矢量等式，只须证明它在某一坐标系的分量等式 pLvuqµ � rv, usµ 成立。
最方便的当然是适配坐标系。设 va 的适配坐标系 txµu 的普通导数算符是 Ba，则

rv, usµ � pdxµqarv, usa � pdxµqapvbBbua�ubBbvaq � vbBbuµ � vpuµq � Buµ{Bx1 � pLvuqµ

其中第三步是因为 va � pB{Bx1qa，而普通导数算符作用于任一坐标基矢为零，第四步用到
导数算符的定义条件，最后一步用到前面的定理。

定理 4.7. Lvωa � vb∇bωa �ωb∇avb, @ωa P F p0, 1q, va P F p1, 0q
其中 ∇a 为任一无挠导数算符。

证明. 一方面Lvpωauaq � vb∇bpωauaq � vb∇bωaua�vbωa∇bua。另一方面Lvpωauaq �
Lvωau

a�ωaLvu
a � Lvωau

a�ωavb∇bua�ωaub∇bva。因此，Lvωau
a � vb∇bωaua�

ωau
b∇bva。该式对任意的 ua 都成立，因此命题得证。

定理 4.8.

LvT
a1���ak

b1���bl
� vc∇cTa1���ak

b1���bl
�

ķ

i�1

Ta1���c���ak
b1���bl

∇cvai�
ļ

j�1

Ta1���ak
b1���c���bl

∇bj
vc

@T P F pk, lq, v P F p1, 0q，∇a 为任一导数算符。

4.3 Killing 矢量场

本章至此未涉及度规及与之适配的导数算符，李导数的定义不要求流形 M 有附加结

构。但若M上选定了度规场 gab，则对微分同胚映射 ϕ : MÑM还可提出更高的要求，即

ϕ�gab � gab。于是有如下定义：

定义 4.6. 微分同胚 ϕ : MÑM 称为等度规映射，简称等度规，若 ϕ�gab � gab。

注 4.5. 1⃝等度规映射是特殊的微分同胚映射，其特殊性在于 “保度规”性，即 ϕ�gab � gab。
注意这是张量场的等式，其含义是每点 p 的两个张量 gab|p 和 ϕ�gab|p 相等。2⃝ 由 ϕ�1� �

ϕ� � pϕ � ϕ�1q� �恒等映射 易见 ϕ : MÑM 为等度规映射当且仅当 ϕ�1 : MÑM 为等

度规映射。
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流形 M 上众多矢量场中有一类特殊矢量场，即光滑矢量场。每一光滑矢量场给出一个

单参微分同胚群。如果 M 上指定了度规场 gab，则众多光滑矢量场中还可挑出特殊的一个

子类，其中每个矢量场给出的单参微分同胚群是单参等度规群，即每个群元 ϕt : MÑM是

M 上的一个等度规映射。于是有以下定义：

定义 4.7. pM,gabq 上的矢量场 ξa 称为 Killing 矢量场，若它给出的单参微分同胚（局部）
群是单参等度规（局部）群。等价地（还可以证明），ξa 称为 Killing 矢量场，若 Lξgab � 0。

定理 4.9. ξa 为 Killing 矢量场的充要条件是 ξa 满足如下的 Killing 方程：

∇aξb �∇bξa � 0, 或∇paξbq � 0, 或∇aξb � ∇raξbs

（其中 ∇a 满足 ∇agbc � 0）

证明. 0 � Lξgab � ξc∇cgab � gcb∇aξc � gac∇bξc � ∇aξb �∇bξa

定理 4.10. 若存在坐标系 txµu 使 gab 的全部分量满足 Bgµν{Bx1 � 0，则 pB{Bx1qa 是坐
标域上的 Killing 矢量场。

证明. txµu是 pB{Bx1qa 的适配坐标系。因此，pLB{Bx1gqµν � Bgµν{Bx1 � 0，故LB{Bx1gab �
0，即 pB{Bx1qa 为 Killing 矢量场。

定理 4.11. 设 ξa 为 Killing 矢量场，Ta 为测地线的切矢，则 Ta∇apTbξbq � 0，即 Tbξb

在测地线上为常数。

证明.

Ta∇apTbξbq � Ta∇aTbξb � TaTb∇aξb � T paTbq∇aξb � TaTb∇paξbq � 0

其中用到测地线方程和 Killing 方程。

设 ξa, ηa 是 Killing 矢量场，α,β 是常实数，则由 Killing 方程的线性性知 αξa � βηa
也是 Killing 矢量场。不难看出 M 上所有 Killing 矢量场的集合是个矢量空间。还可证明对
易子 rξ, ηsa 也是 Killing 矢量场。

定理 4.12. pM,gabq 上最多有 npn� 1q{2 个独立的 Killing 矢量场（n � dimM），即 M

上所有 Killing 矢量场的集合（作为矢量空间）的维数小于等于 npn� 1q{2。

注 4.6. 1⃝ 等度规映射可看作一种 “保度规” 的对称变换，所以一个 Killing 矢量场代表
pM,gabq 的一个对称性，具有 npn� 1q{2 个独立 Killing 矢量场的广义黎曼空间 pM,gabq
称为最高对称性空间。 2⃝ 寻找 pM,gabq 的全体 Killing 矢量场的一般方法是求 Killing 方
程的通解。然而对某些简单的 pM,gabq 还存在容易得多的方法。下面仅举数例。

例 4.2. 找出下列广义黎曼空间的全体独立的 Killing 矢量场。
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（1） 2 维欧氏空间 pR2, δabq。设 tx, yu 为笛卡尔坐标系，则 ds2 � dx2 � dy2，即欧氏度
规 δab 在此系中的全部分量为常数，故由前述定理知 pB{Bxqa 和 pB{Byqa 为 Killing
矢量场。我们相信欧氏空间有最高对称性，n � 2 时应有 3 个独立的 Killing 矢量场。
果然，若改用极坐标系，便有 ds2 � dr2� r2dφ2，可见欧氏度规 δab 在此系中的全部

分量与 φ 无关，所以 pB{Bφqa 为 Killing 矢量场，它在笛卡尔系的坐标基底的展开式
为 pB{Bφqa � �ypB{Bxqa � xpB{Byqa。展开系数与坐标有关，由此不难证明 pB{Bφqa
独立于前两个 Killing 场。pB{Bxqa 和 pB{Byqa 的 Killing 性反映 2 维欧氏度规沿 x 和

y 轴的平移不变性，pB{Bφqa 的 Killing 性表明它有旋转不变性。

（2） 3维欧氏空间 pR3, δabq。因为 n � 3，故有 6个独立的 Killing矢量场，即 pB{Bxqa, pB{Byqa, pB{Bzqa,�ypB{Bxqa�
xpB{Byqa,�zpB{Byqa � ypB{Bzqa 和 �xpB{Bzqa � zpB{Bxqa。前 3 个反映 3 维欧氏度

规沿 x, y, z 轴的平移不变性；后 3 个反映它绕 z, x, y 轴的旋转不变性。

（3） 2 维闵氏空间 pR2, ηabq。在洛伦兹坐标系 tt, xu 中有 ds2 � �dt2�dx2，故知 pB{Btqa
和 pB{Bxqa 为 Killing 场。为求第三个，用下式定义新坐标 ψ, η：

x � ψ ch η, t � ψ sh η, 0   ψ   8, �8   η   8

闵氏线元可用新坐标表为 ds2 � dψ2 �ψ2dη2。上式表明 ηab 在新坐标系的全体分量

与坐标 η 无关，故 pB{Bηqa 也是 Killing 矢量场（其积分曲线是双曲线），它在洛伦兹
坐标基底的展开式为

pB{Bηqa � tpB{Bxqa � xpB{Btqa

由展开系数与坐标有关可知 pB{Bηqa 与前两个 Killing 场独立。不难验证 pB{Bηqa 是
R2 上的 Killing 矢量场，叫做伪转动（boost）Killing 矢量场，表明闵氏度规具有伪转
动下的不变性，对应于洛伦兹变换。

（4） 4 维闵氏空间 pR4, ηabq。因 n � 4，故独立的 Killing 场共 10 个，分三组：

（a） 4 个平移 pB{Btqa, pB{Bxqa, pB{Byqa, pB{Bzqa;

（b） 3个空间转动�ypB{Bxqa�xpB{Byqa,�zpB{Byqa�ypB{Bzqa,�xpB{Bzqa�zpB{Bxqa;

（c） 3 个伪转动 tpB{Bxqa � xpB{Btqa, tpB{Byqa � ypB{Btqa, tpB{Bzqa � zpB{Btqa

组（a）反映闵氏度规沿 t, x, y, z 轴的平移不变性，组（b）反映它绕 z, y, x 轴的空间

旋转不变性，组（c）反映它在 tx, ty, tz 面内的伪转动下的不变性。

定理 4.13. 设 tx, tu 是 2 维闵氏空间 pR2, ηabq 的洛伦兹坐标系，ϕλ : R2 Ñ R2 是伪转动
Killing 场 ξa � tpB{Bxqa � xpB{Btqa 对应的单参等度规群的一个群元（即以参数 λ P R 刻
画的那个等度规映射），则由 ϕλ 诱导的坐标变换 tx, tu ÞÑ tx 1, t 1u 是洛伦兹变换。
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注 4.7. 本定理表明伪转动和洛伦兹变换是同一变换的两种（主动与被动）提法。类似地，欧
氏空间的转动 Killing 场 �ypB{Bxqa � xpB{Byqa 与坐标变换

x 1 � x cosα� y sinα, y 1 � x sinα� y cosα

也是同一变换的两种提法。

证明. 矢量场 ξa � pB{Bηqa 的积分曲线的参数方程为 dxµpηq{dη � ξµ（µ � 0, 1）。注意到
ξa � tpB{Bxqa � xpB{Btqa，便得

dxpηq
dη

� tpηq, dtpηq
dη

� xpηq

@p P R2，设 Cpηq 是满足 p � Cp0q 的积分曲线，即 xp0q � xp, tp0q � tp，则不难证明上述
方程的特解（即该线的参数式）为

xpηq � xp ch η� tp sh η, tpηq � xp sh η� tp ch η

设 q � ϕλppq，则 q 就是 Cpηq 上参数值 η � λ 的点，即 q � Cpλq，故由 ϕλ 诱导的新坐

标 t 1 和 x 1 满足

x 1p � xq � xp ch λ� tp sh λ, t 1p � tq � xp sh λ� tp ch λ

因 p 点任意，故可去掉下标 p 而写成

x 1 � x ch λ� t sh λ � ch λpx� t th λq, t 1 � t ch λ� x sh λ � ch λpt� x th λq

令 v � th λ, γ � p1� v2q�1{2 � ch λ，则

x 1 � γpx� vtq, t 1 � γpt� vxq

这便是熟知的洛伦兹变换（注意，我们用几何单位制，其中光速 c � 1。）。

由 ds2 � �dt2 � dx2 和上述定理易得 ds2 � �dt 12 � dx 12，可见伪转动对应的等度规
映射诱导的坐标变换把洛伦兹系 tt, xu 变为洛伦兹系 tt 1, x 1u。此结果可推广为如下定理：

定理 4.14. 设 txµu 是 pRn, ηabq 的洛伦兹坐标系，则 tx 1µu 也是洛伦兹坐标系的充要条件
是它由 txµu 通过等度规映射 ϕ : Rn Ñ Rn 诱导而得。

证明. 把 ηab 记作 gab，其在 txµu 和 tx 1µu 系的分量分别记作 gµν 和 g 1µν。

（A） 设 ϕ : Rn Ñ Rn 是等度规映射（即 ϕ�gab � gab），tx 1µu 是由洛伦兹系 txµu 通
过 ϕ 诱导而得的坐标系，则 @p P Rn 有 g 1µν|p � pϕ�gqµν|ϕppq � pϕ�1�gqµν|ϕppq �
gµν|ϕppq � ηµν。其中第一步是坐标变换的主被动观点的等价性，最后一步用到 txµu
的洛伦兹性。上式说明 p 点的 gab 在 tx 1µu 系的分量为 ηµν，故 tx 1µu 为洛伦兹系。
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（B） 设 txµu 和 tx 1µu 都是洛伦兹系，ϕ : Rn Ñ Rn 是与坐标变换 txµu ÞÑ tx 1µu 对应的微
分同胚映射，则 @p P Rn 有 pϕ�1�gqµν|p � pϕ�gqµν|p � g 1µν|ϕ�1ppq � ηµν � gµν|p,
其中，最后两步用到 txµu 和 tx 1µu 的洛伦兹性。上式表明 ϕ�1�gab � gab，故 ϕ�1

（因而 ϕ）是等度规映射。

注 4.8. 本定理也适用于欧氏空间，只须把洛伦兹系改为笛卡尔系。可以说等度规映射保持
坐标系的洛伦兹（笛卡尔）性。

4.4 超曲面

定义 4.8. 设 M,S 为流形，dim S ¤ dimM � n。映射 ϕ : SÑM 称为嵌入, 若 ϕ 是一一

和 C8 的, 而且 @p P S，推前映射 ϕ� : Vp Ñ Vϕppq 非退化（Vϕppq 是指 ϕppq 作为 M 的一

点的切空间）, 即 ϕ�v
a � 0ñ va � 0.

注 4.9. 嵌入的上述条件使 S 的拓扑和流形结构可自然地被带到 ϕrSs 上去, 从而使 ϕ : SÑ
ϕrSs 成为微分同胚。
定义 4.9. 嵌入 ϕ : SÑM 称为 M 的一个嵌入子流形，简称子流形。也常把映射的像 ϕrSs
称为嵌入子流形。若 dim S � n� 1, 则 ϕrSs �M 称为 M 的一张超曲面。

例 4.3. 设 U 是 M 的开子集, 把 M 的流形结构限制在 U 上，U 便成为与 M 同维的流形。

把 U 看作定义中的 S, 令 ϕ : U Ñ M 为恒等映射, 则 U � ϕrUs 便是 M 的一个嵌入子流

形（同维嵌入）。

例 4.4. 设 S 是 R3（看作 M）中的单位球面 S2, 则恒等映射 ϕ : S2 Ñ R3 给出 R3 的一个
嵌入子流形。注意到 S2 比 R3 低一维, 可知 S2 是 R3 的一个超曲面。

设 ϕrSs 是 M 的超曲面,q P ϕrSs � M。作为 M 的一点，q 有 n 维切空间 Vq。若

wa P Vq 是过 q 且躺在 ϕrSs 上的某曲线的切矢（“躺在” 是指曲线每点都在 ϕrSs 上）, 则
说 wa 切于 ϕrSs。Vq 中全体切于 ϕrSs的元素构成的子集记作 Wq。超曲面的定义保证 Wq

是 Vq 的 n� 1 维子空间。谈到超曲面时自然想到它的法矢。设 ϕrSs 是超曲面,q P ϕrSs, 则
过 q 点的法矢 na 应定义为与 q 点所有切于 ϕrSs 的矢量正交的矢量。然而正交性只有在
指定度规后才有意义。当 M 没有度规时，不能定义法矢 na，但可定义 “法余矢”na。余矢
是对偶矢量的别名。由于对偶矢量作用于矢量给出实数（无需度规）, 可定义法余矢如下:

定义 4.10. 设 ϕrSs 是超曲面，q P ϕrSs。非零对偶矢量 na P V�
q 称为 ϕrSs 在 q 点的法余

矢, 若 naw
a � 0 @wa PWq。

定理 4.15. 超曲面 ϕrSs 上任一点 q 必有法余矢 na。法余矢不唯一, 但 q 点的任意两个法

余矢之间只能差一实数因子。
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证明. 设 tpe2qa, � � � , penqau为Wq 任一基底,因 dimVq � n，Vq 必有与 tpe2qa, � � � , penqau
线性无关的元素,任取其一并记作 pe1qa,则 tpeµqa | µ � 1, � � � , nu为 Vq 的基底，其对偶基

底记作 tpeµqau。令 na � pe1qa，则 napeτqa � δ1τ � 0 pτ � 2, � � � , nq,故 naw
a � 0 @wa P

Wq, 可见 na 为法余矢。若存在 ma 满足 mapeτqa � 0 pτ � 2, � � � , nq，则其在对偶基底
tpeµqau 的分量 mτ � mapeτqa � 0 pτ � 2, � � � , nq, 因而 ma � m1pe1qa � m1na, 即 ma

与 na 只差一因子 m1。

注 4.10. 非超曲面嵌入子流形（如 3 维流形中的曲线）的法余矢没有这样好的唯一性。

定理 4.16. 设 ϕrSs 是由 f �常数 给出的超曲面，则面上的 ∇af 是超曲面的法余矢。

证明. 只须对任一 q P ϕrSs证明 wa∇af � 0 @wa PWq。因 wa 总切于过 q并躺在 ϕrSs上
的某曲线 Cptq, 故 wa∇af � B

Bt
pfq � 0 @wa PWq, 最后一步是因 f 在 Cptq 上为常数。

若 M 上有度规 gab，则 na � gabnb P Vq 与 ϕrSs 的所有矢量正交（因 gabn
awb �

nbw
b � 0 @wa P Wq）, 故 na 叫超曲面 ϕrSs 在 q 点的法矢。若 gab 为正定度规（例如

R2 嵌入 3 维欧氏空间）,na 自然不属于 Wq, 即 na P Vq �Wq; 然而, 若 gab 为洛伦兹度

规，na 却有可能属于 Wq。以下就 gab 为洛伦兹度规的情况进行讨论。

定理 4.17. na PWq 的充要条件为 nana � 0。
证明.（A） 设 na PWq, 则 na 可看作 naw

a � 0 中的 wa，故 nan
a � 0。

（B） 由前面定理的证明知道对任一法余矢 na 存在基底 tpeµqau 使 pe2qa, � � � , penqa PWq

且 na � pe1qa, 故 na 在该基底的第一分量 n1 � nape1qa � nana。因此 nan
a �

0ñ n1 � 0ñ na � °nτ�2 nτpeτqa PWq。

例 4.5. 设 S � R,M � R2,M 上度规 gab � ηab, ϕ : RÑ R2 为嵌入, 则 ϕrRs 是 2 维闵氏

时空中的超曲面。设 t, x 为洛伦兹坐标，讨论以下三种有代表性的情况:

（1） ϕrRs 与 x 轴平行。@q P ϕrRs，令 pe2qa � pB{Bxqa，选
pe1qa � αpB{Btqa � βpB{Bxqa,（α,β 可为任意实数，但 α � 0。）

则不难验证 pe1qa � α�1pdtqa。根据前面定理的证明过程可知 pe1qa 为法余矢 na，相

应的法矢为 na � α�1gabpdtqb � �α�1pB{Btqa，满足 na RWq 且 nan
a   0（即 na

为类时）。

（2） ϕrRs 与 t 轴平行。@q P ϕrRs，令 pe2qa � pB{Btqa，选
pe1qa � αpB{Btqa � βpB{Bxqa,（α,β 可为任意实数，但 β � 0。）

则 pe1qa � β�1pdxqa。取 pe1qa 为法余矢 na，相应的法矢为 na � β�1pB{Bxqa，满足
na RWq 且 nan

a ¡ 0（即 na 为类空）。
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（3） ϕrRs 与 x 轴夹 450 角（按欧氏）。@q P ϕrRs，令 pe2qa � pB{Btqa � pB{Bxqa，选

pe1qa � αpB{Btqa � βpB{Bxqa, α � β

则 pe1qa � pα � βq�1rpdtqa � pdxqas。取 pe1qa 为法余矢 na，相应的法矢为 na �
pα� βq�1gabrpdtqb � pdxqbs � �pα� βq�1rpB{Btqa � pB{Bxqas � �pα� βq�1pe2qa，
满足 na PWq 且 nan

a � 0（即 na 为类光）。这种情况下，超曲面的法矢既与面上所

有切矢垂直（法矢定义），本身又是切矢之一！

定义 4.11. 超曲面叫类空的，若其法矢处处类时（nana   0）; 超曲面叫类时的，若其法矢
处处类空（nana ¡ 0）; 超曲面叫类光的，若其法矢处处类光（nana � 0）。

若 nana � 0，今后谈法矢时都指归一化法矢，即 nana � �1。

定义 4.12. 设 ϕrSs 是流形 M 中的嵌入子流形（不一定是超曲面），q P ϕrSs,Wq 是 q 点

切于 ϕrSs 的切空间。Wq 的度规 hab 叫做由 Vq 的度规 gab 生出的诱导度规，若

habw
a
1w

b
2 � gabwa1wb2 , @wa1 , wb2 PWq

诱导度规 hab 实质上是把 Vq 上度规 gab 的作用对象限制于 Wq 的结果。当 ϕrSs 为
类时或类空超曲面时，诱导度规 hab 可用其归一化法矢（n

ana � 1）方便地表示为

hab � gab 	 nanb,（nana � �1 时取 �，nana � �1 时取 �）

因为 @wa1 , wb2 PWq 有 habw
a
1w

b
2 � gabwa1wb2 	 nawa1nbwb2 � gabwa1wb2，即满足定义。

设 ϕrSs 为类时或类空超曲面，q P ϕrSs，hab 满足前式。令

hab � gachcb � δab 	 nanb

则 @va P Vq 有 habv
b � va 	 napnbvbq，或

va � habvb � napnbvbq

上式代表矢量 va 的一种分解, 其中 �napnbvbq 与法矢 na 平行，称为法向分量, habvb 与
法矢 na 垂直（因为 naphabvbq � 0）, 称为切向分量（切于 ϕrSs 的分量）。hab 称为从 Vq

到 Wq 的投影映射。

定理 4.18. 类光超曲面上的诱导 “度规” 是退化的（因而没有诱导度规）。

证明. 以 hab 代表诱导 “度规”。超曲面的类光性导致 na P Wq, 故 Wq 有非零元素 na 使

habn
awb � gabnawb � 0, @wa PWq。可见 hab 是 Wq 上的退化张量。
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例 4.6. 设 t, x, y, z 是 4 维闵氏空间 pR4, ηabq 的洛伦兹坐标, 则 ηab 可用对偶坐标基矢表

为

ηab � ηµνpdxµqapdxνqb � �pdtqapdtqb � pdxqapdxqb � pdyqapdyqb � pdzqapdzqb

方程 t � px2 � y2 � z2q1{2 � 0 定义了一个类光超曲面 S , 它是以原点为锥顶的圆锥面。
@q P S � R4，有 4 维切空间 Vq 和 3 维切空间（切于 S）Wq � Vq。令

na|q � pB{Btqa|q � pB{Bzqa|q（以下略去下标 q）

则 na 是 q 点的类光法矢, 故 na PWq, 因而 tpB{Bxqa, pB{Byqa, nau 是 Wq 的基底。现在

计算 ηab 在 Wq 上的诱导 “度规”hab 在此基底的分量 hµν。

h11 � habpB{BxqapB{Bxqb � ηabpB{BxqapB{Bxqb � 1

类似地，有 h22 � habpB{ByqapB{Bxqb � 1。而 hµν 的第三个对角元（记作 hnn）则为

hnn � habnanb � ηabrpB{Btqa � pB{BzqasrpB{Btqb � pB{Bzqbs � 1� 1 � 0

而且容易验证 hµν 的所有非对角元为零，故

phµνq �

���1 0 0

0 1 0

0 0 0

���
因而 hab 退化（也说其 “号差” 为 p�,�, 0q）。可见 ηab 在类光超曲面 S 上无诱导度规。

然而, 令 S 为 S 与任一等 t 面（t ¡ 0）之交（是 2 维球面）, 以 Ŵq �Wq 代表 Wq 中

所有切于 S 的元素组成的子空间, 则 ηab 在 Ŵq 却有诱导度规, 记作 ĥab，而且不难验证

ĥab � pdxqapdxqb � pdyqapdyqb

读者不难对 pR4, ηabq 中由 t–z � 0 定义的类光超曲面做类似讨论。
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5.1 微分形式

先介绍 n 维矢量空间 V 上的 “形式”，再讨论 n 维流形 M 上的 “微分形式场”。

定义 5.1. ωa1���al
P TVp0, 1q 叫 V 上的l 次形式（简称l 形式），若

ωa1���al
� ωra1���als

为书写方便，有时略去下标而把 l 形式 ωa1���al
写为 ω。

定理 5.1.（a） ωa1���al
� ωra1���als ñ对任意基底有ωµ1���µl

� ωrµ1���µls

（b） 存在基底使ωµ1���µl
� ωrµ1���µls ñ ωa1���al

� ωra1���als

定理 5.2.（a） ωa1���al
� δπωaπp1q���aπplq

（b） 对任意基底ωµ1���µl
� δπωµπp1q���µπplq

其中 π 代表 p1, � � � , lq 的一种排列，πp1q 是指 π 所代表的那种排列中的第 1 个数字，

δπ � �1（偶排列取 �，奇排列取 �）。
由上可知，在 l 形式的分量 ωµ1���µl

中，凡有重复具体指标者必为零，例如

ω112 � ω133 � ω212 � 0

V 上全体 l 形式的集合记作 Λplq。1 形式其实就是 V 上的对偶矢量，故 Λp1q � V�。

约定把任一实数称为 V 上的 0 形式，则 Λp0q � R。l 形式既然是 p0, lq 型张量，自然有
Λplq � TVp0, lq。不但如此，还容易证明 Λplq 是 TVp0, lq 的线性子空间，其维数的计算可
从关于 TVpk, lq 维数的计算得到启发：为求 TVpk, lq 的维数可先找一个基底，而为此则要
先定义张量积。然而两个微分形式（作为两个张量）的张量积并非全反称，故不再是微分形

式。但可对全体指标施行全反称操作使之成为微分形式，于是有如下定义

定义 5.2. 设 ω 和 µ 分别为 l 形式和 m 形式，则其楔形积（简称楔积）是按下式定义的

l�m 形式：
pω^ µqa1���alb1���bm

�
pl�mq!
l!m!

ωra1���al
µb1���bms

77
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或者说，楔积是满足上式的映射 ^ : Λplq �Λpmq Ñ Λpl�mq

楔积 pω^ µqa1���alb1���bm
亦可记作 ωa1���al

^ µb1���bm
，也常简记为 ω^ µ。

由定义可知楔积满足结合律和分配律，即 pω^µq^ν �ω^pµ^νq（因而 ω^µ^ν

有明确意义）和 ω^ pµ� νq � ω^ µ�ω^ ν。但楔积一般不服从交换律，例如对 1 形

式 ω 和 µ 有

ω^ µ � ωa ^ µb � pω^ µqab � 2ωraµbs � ωaµb �ωbµa

µ^ω � pµ^ωqab � 2µraωbs � µaωb � µbωa
可见对两个 1 形式的楔积有 ω^ µ � �µ^ω。推广至一般情况，设 ω 和 µ 分别是 l 和

m 形式，则

ω^ µ � p�1qlmµ^ω

定理 5.3. 设 dimV � n，则 dimΛplq � Cln � n!
l!pn�lq!，若 l ¤ n；Λplq � t0u（只有零元），

若 l ¡ m。

下面回到流形 M 上来。若对 M（或 A � M）的任一点 p 指定 Vp 上的一个 l 形式，

就得到M（或 A）上的一个 l 形式场（“场” 字常略去）。1 形式场和 0 形式场分别是对偶矢

量场和标量场。M 上的光滑的 l 形式场称为 l 次微分形式场，也简称作 l 形式场或 l 形式。

设 pO,ψq 为一坐标系，则 O 上的 l 形式场可方便地用对偶坐标基底场 tpdxµqau 逐点
线性表出。

ωa1���al
�
¸
C

ωµ1���µl
pdxµ1qa1

^ � � � ^ pdxµlqal

其中

ωµ1���µl
� ωa1���al

pB{Bxµ1qa1 � � � pB{Bxµlqal

是 O 上的函数。一个重要的特例是 l � n 的情况。因为 Cln � Cnn � 1，上式右边的求和只
有一项，即

ωa1���an
� ω1���npdx1qa1

^ � � � ^ pdxnqan

简写为

ω � ω1���ndx1 ^ � � � ^ dxn

上式也可以这样理解：M 中任一点 p 的所有 n 形式的集合是 1 维矢量空间，只有一个基

矢，可取为 dx1^ � � � ^ dxn|p，上式就是 ω|p 用这一基矢的展开式。注意，展开系数 ω1���n

对不同点可以不同，因而是坐标域上的函数，也可表为坐标的 n 元函数 ω1���npx1, � � � , xnq。
我们以 ΛMplq 代表 M 上全体 l 形式场的集合。

定义 5.3. 流形 M 上的外微分算符是一个映射 d : ΛMplq Ñ ΛMpl� 1q，定义为

pdωqba1���al
� pl� 1q∇rbωa1���als
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其中 ∇b 为任一导数算符（因由 Ccab � Ccba 可证对任意 ∇a 和 ∇̃a 有 ∇̃rbω��� s �
∇rbω��� s）。可见在定义外微分之前无须在 M 上指定导数算符（及任何其他附加结构，如度

规）。

例 5.1. 第二章曾定义过 pdfqa，第三章又知 pdfqa � ∇af，可见 pdfqa 就是 f P ΛMp0q 的
外微分，这正是当时用符号 df 的原因。

把 l 形式场 ω 写成对偶坐标基矢的展开式的一个好处是便于计算 dω，请看如下定理

定理 5.4. 设 ωa1���al
� °

C

ωµ1���µl
pdxµ1qa1

^ � � � ^ pdxµlqal
，则

pdωqba1���al
�
¸
C

pdωµ1���µl
qb ^ pdxµ1qa1

^ � � � ^ pdxµlqal

证明. 选该系的普通导数算符 Bb 作为 ∇b，结合 pdωqba1���al
的定义即可得证。

定理 5.5. d � d � 0
证明. 选任一坐标系的导数算符 Bb 作为 ∇b，便有

rdpdωqscba1���al
� pl� 2qpl� 1qBrcBrbωa1���alss � pl� 2qpl� 1qBrrcBbsωa1���als � 0

其中第二步是因为同种括号内的子括号可以随意增删，最后一步是因为 BraBbsT ������ � 0。

定义 5.4. 设 ω 为 M 上的 l 形式场。ω 叫闭的，若 dω � 0；ω 叫恰当的，若存在 l� 1
形式场 µ 使 ω � dµ。

因此，前述定理亦可表述为：若 ω 是恰当的，则 ω 是闭的。然而，要使逆命题成立

则还须对流形 M 提出一定要求（略）。平凡流形 Rn 满足这一要求，而流形一定局域平凡，
所以对任意流形 M 而言，闭的 l 形式场至少是局域恰当的。就是说，设 ω 是流形 M 上的

闭的 l 形式场，则 M 的任一点 p 必有邻域 N，在 N 上存在 l� 1 形式场 µ 使 ω � dµ。

定理 5.6. 当 M � R2 时，上述定理及其逆定理给出普通微积分的下述命题：给定函数
Xpx, yq 及 Ypx, yq，存在函数 fpx, yq 使 df � Xdx� Ydy 的充要条件是 BX{By � BY{Bx。
证明. 由定义知 1 形式场 Xdx� Ydy 的外微分为

dpXdx� Ydyq � dX^ dx� dY ^ dy � pBXBx dx� BX
Bydyq ^ dx� pBYBxdx� BY

Bydyq ^ dy

� BX
Bydy^ dx� BY

Bxdx^ dy � pBYBx �
BX
By qdx^ dy

（A） 若存在函数 f 使 1 形式等式 df � Xdx� Ydy 成立，则

pBYBx �
BX
By qdx^ dy � ddf � 0

故 BX{By � BY{Bx。
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（B） 若 BX{By � BY{Bx，则 dpXdx � Ydyq � 0，即 1 形式场 Xdx � Ydy 为闭，于是
Xdx� Ydy 为恰当，即存在函数 f 使 df � Xdx� Ydy。

5.2 流形上的积分

先以 3 维欧氏空间 pR3, δabq 为例。设 v⃗ 为矢量场，L 为光滑曲线，S 为光滑曲面。在

指定 L 的方向和 S 的法向之前，积分

»
L

v⃗ � d⃗l 和
¼
S

v⃗ � dS⃗ 都只唯一确定到差一个负号的程

度。要完全确定这两个积分，就要指定 L 的方向和 S 的法向。推而广之，计算任意流形上

的积分之前应指定该流形的 “定向”。然而，并非所有流形都是可定向的。

定义 5.5. n 维流形称为可定向的，若其上存在 C0 且处处非零的 n 形式场 ε。

例 5.2. R3 是可定向流形，因为其上存在 C8 的 3 形式场 ε � dx^ dy^ dz，其中 x, y, z

为自然坐标。

例 5.3. 莫比乌斯带是不可定向流形。

定义 5.6. 若在 n 维可定向流形 M 上选定一个 C0 且处处非零的 n 形式场 ε，就说 M 是

定向的（“已经定向” 之意）。设 ε1 和 ε2 是两个 C0 且处处非零的 n 形式场，若存在处处

为正的函数 h 使 ε1 � hε2，就说 ε1 和 ε2 给出 M 的同一个定向。

注 5.1. 从给出 M 的定向这个角度看，满足 ε1 � hε2 ph ¡ 0q 的 ε1 和 ε2 是等价的。由于

n 维流形 M 上每点的全体 n 形式的集合是 1 维矢量空间，任意两个 n 形式场 ε1 和 ε2 必

有关系 ε1 � hε2 其中 h 是 M 上的函数。若 ε1 和 ε2 处处非零，则 h 处处非零；若 ε1 和

ε2 为 C0 的，则 h 为 C0 的。对连通流形1来说（我们只讨论连通流形），一个处处非零的

连续函数只能处处为正或处处为负。可见连通流形只能有两种定向。

定义 5.7. M 上选好以 ε 为代表的定向后，开域 O �M 上的基底场 tpeµqau 叫做以 ε 衡

量为右手的，若 O 上存在处处为正的函数 h 使 ε � hpe1qa1
^ � � � ^ penqan

，其中 tpeµqau
是 tpeµqau 的对偶基（否则称为左手的）。一个坐标系叫右（左）手系，若其坐标基底是右
（左）手的。

下面介绍 n 维定向流形 M 上的 n 形式场 ω 的积分。ω 可用对偶坐标基矢的楔形积

dx1 ^ � � � ^ dxn 展开为

ω � ω1���npx1, � � � , xnqdx1 ^ � � � ^ dxn

1拓扑空间 pX,T q 称为连通的，若它只有两个既开又闭的子集；称为弧连通的，若 X 的任意两点可被一条在 X 中的连续曲

线连接。流形称为连通的（或弧连通的），若其底拓扑空间是连通的（或弧连通的）。对拓扑空间，弧连通必定连通，但连通不一

定弧连通（存在 “擦边性” 反例）。对流形，弧连通与连通等价。



5.2 流形上的积分 81

可见每一 n 形式场 ω 在坐标域上给出一个 n 元函数 ω1���npx1, � � � , xnq，我们就把这个 n

元函数的普通 n 重积分称为 n 形式场 ω 的积分，准确定义如下：

定义 5.8. 设 pO,ψq 是 n 维定向流形 M 上的右手坐标系，ω 是开子集 G � O 上的连续

n 形式场，则 ω 在 G 上的积分定义为

»
G

ω�

»
ψrGs

ω1���npx1, � � � , xnqdx1 � � � dxn

上式右边是 n 元函数 ω1���npx1, � � � , xnq 在 Rn 的开子集 ψrGs 上的普通积分2，早已有定

义。

注 5.2.（1） 为说明上述定义的合理性，还应证明 ω 在 G 上的积分与所选右手坐标系无

关。仅以 n � 2 为例证明如下。

设 pO,ψq 和 pO 1, ψ 1q 为右手坐标系，满足 G � O X O 1，两坐标分别记作 x1, x2 和

x 11, x 12，则

ω � ω12dx1 ^ dx2 � ω 1
12dx 11 ^ dx 12

令

»
G

ω �
»
ψrGs

ω12dx1dx2, p
»
G

ωq 1 �
»
ψ1rGs

ω 1
12dx 11dx 12, 欲证

p
»
G

ωq 1 �
»
G

ω

由张量变换律知 ω 1
12 �

Bx1
Bx 11

Bx2
Bx 12ω12 �

Bx2
Bx 11

Bx1
Bx 12ω21 � ω12 detp Bx

µ

Bx 1ν q, 其中

detp Bx
µ

Bx 1ν q �

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Bx1
Bx 11

Bx1
Bx 12

Bx2
Bx 11

Bx2
Bx 12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2指 Riemann 或 Lebesgue 积分
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是这个变换的雅克比行列式。根据二重积分的换元公式3,»
ψrGs

ω12dx1dx2 �
»
ψ1rGs

ω12 detpBxµ{Bx 1νqdx 11dx 12 �
»
ψ1rGs

ω 1
12dx 11dx 12

故得证。

然而，如果 txµu 和 tx 1µu 分别是右、左手系，则 detpBxµ{Bx 1νq   0，等号右边的

detpBxµ{Bx 1νq 应改为 | detpBxµ{Bx 1νq| � � detpBxµ{Bx 1νq, 故上式变为»
ψrGs

ω12dx1dx2 � �
»
ψ1rGs

ω12 detpBxµ{Bx 1νqdx 11dx 12 � �
»
ψ1rGs

ω 1
12dx 11dx 12

因此，为了定义出同一积分，当 txµu 是左手系时应把
»
G

ω 定义为

»
G

ω� �
»
ψrGs

ω1���npx1, � � � , xnqdx1 � � � dxn

（2） 一个坐标系是右手系还是左手系取决于流形所选的定向，故
»
G

ω 是依赖于由 ε 所给

出的定向的，定向改变后积分变号。

（3） 以上之定义了 ω 在坐标域内开子集 G 上的积分。ω 在全流形 M 上的积分

»
M

ω 可

由局部积分 “缝合” 而成，其定义涉及 “单位分解”, 从略。

设 S,M 是流形，维数分别是 l 和 np¡ lq，ϕ : S Ñ M 是嵌入。因为 ϕrSs 是子流形，
当然可谈及其上的 l 形式场 µ 的积分。然而 “ϕrSs 嵌入在 M 内” 的事实导致 “ϕrSs 上的
l 形式场” 具有两种可能的含义。正如 “ϕrSs 上的切矢场” 有切于和不切于 ϕrSs 之分那样，
“ϕrSs 上的 l 形式场” 也可分为 “切于” 和不 “切于”ϕrSs 两种。准确地说，ϕrSs 上的 l 形式

场 µ 称为 “切于”ϕrSs 的，如果 @q P ϕrSs，µ|q 是 Wq（而非 Vq）上的 l 形式（能把 Wq

的任意 l 个元素变为一个实数的线性映射）。“ϕrSs 上的 l 形式场” 既可能是 “切于”ϕrSs 的，
也可能不是 “切于”ϕrSs 的。因为谈及 l 形式场在 ϕrSs 上的积分时是把 ϕrSs 作为独立流形

3设 fpx,yq 在 xOy 平面上的闭区域 D 上连续，变换

T : x � xpu,vq, y � ypu,vq

将 uOv 平面上的闭区域 D1 变为 xOy 平面上的 D, 且满足

（1） xpu,vq, ypu,vq 在 D1 上具有一阶连续偏导数

（2） 在 D1 上雅克比行列式

Jpu,vq �
Bpx,yq

Bpu,vq
� 0

（3） 变换 T : D1 ÑD 是一一到上的

则有 ¼
D

fpx,yqdxdy �
¼
D1

frxpu,vq,ypu,vqs|Jpu,vq|dudv
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看待的（不顾及它 “外面” 的情况），所以只有 “切于”ϕrSs 的 l 形式场 µ 的积分才有意义。

不过，既然 ϕrSs 上的、不 “切于”ϕrSs 的 l 形式场 µ 是能把每点 q P ϕrSs 的 Vq（而不只

是 Wq）的任意 l 个元素变为一个实数的线性映射，而 Wq 无非是 Vq 的子空间，只要把 µ

的作用范围限制在 Wq 便得到一个 “切于”ϕrSs 的 l 形式场，我们把它记作 µ̃, 并称之为 µ

的限制。准确说来有如下定义

定义 5.9. 设 µa1���al
是 l 维子流形 ϕrSs �M 上的 l 形式场。ϕrSs（看作脱离 M 而独立

存在的流形）上的 l 形式场 µ̃a1���al
称为 µa1���al

在 ϕrSs 上的限制，若

µ̃a1���al
|qpω1qa1 � � � pωlqal � µa1���al

|qpω1qa1 � � � pωlqal , @q P ϕrSs, pω1qa, � � � pωlqa PWq

今后凡谈及 l 形式场 µ 在 l 维子流形 ϕrSs 上的积分时，一律理解为 µ 的限制 µ̃ 的积

分，即总把

»
ϕrSs

µ 理解为

»
ϕrSs

µ̃。

5.3 Stokes 定理

3 维欧氏空间的 Stokes 定理¼
S

p∇⃗� A⃗q � dS⃗ �
¾
L

A⃗ � d⃗l

和 Gauss 定理 ½
V

p∇⃗ � A⃗qdV �
¿
S

A⃗ � n⃗dS

的共性是反映区域上的积分和它的边界上的积分的联系。在介绍一般的 Stokes 定理前，先
引入 “带边流形” 的概念。n 维带边流形的最简单例子是

Rn� � tpx1, � � � , xnq P Rn | x1 ¤ 0u

其中 x1, � � � , xn 是自然坐标，由 x1 � 0 的所有点组成的子集叫 Rn� 的边界，它本身是个
n� 1 维流形（其实就是 Rn�1）。推广至一般情况，n 维带边流形 N 与 n 维流形定义相仿，

只是把该定义中的 Rn 改为 Rn�，即 N 的开覆盖 Oα 中的每一元素 Oα 都应同胚于 Rn�

的一个子集，N 中全体被映射到 x1 � 0 处的点组成 N 的边界，记作 BN。请注意 BN 是
n� 1 维流形；ipNq � N� BN 是 n 维流形。例如，R3 中的实心球体 B 是 3 维带边流形，

其边界（2 维球面 S2）是 2 维流形，ipBq 则是 3 维流形。

定理 5.7. 设 n 维定向流形 M 的紧致子集 N 是个 n 维带边流形，ω 是 M 上的 n� 1 形
式场（可微性至少为 C1），则 »

ipNq

dω �
»
BN

ω
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注 5.3. 把 M 的定向 ε 限制在 N 上便得到 N 的定向，仍记作 ε, 它在 N 的边界 BN
（M 中的超曲面）上自然诱导出一个定向，记作 ε̄, 是 ε̄a1���an�1

的简写。仅以 R2� 为例介
绍，这时 M � R2, N � R2�, BN � tpx1, x2q | x1 � 0u。设 R2（因而 R2�）的定向为
εab � pdx1qa ^ pdx2qb，则 tx1, x2u 以 εab 衡量为右手系。因 x1|BN � 0，把 x1 开除后所

得的 tx2u 便是 BN 的一个坐标系。我们这样定义 BN 的诱导定向 ε̄a，使坐标系 tx2u 以 ε̄a

衡量为右手系。选 ε̄a � pdx2qa 便可满足这一要求。诱导定向的这个基本要求可以推广到任
意带边流形 N。上式左边是 n 形式场 dω 在 n 维流形 ipNq（以 ε 为定向）上的积分，右

边是 n� 1 形式场 ω 在 n� 1 维流形 BN（以 ε̄ 为定向）上的积分。

例 5.4. 设 A⃗ 是 2 维欧氏空间的矢量场，L 是 R2 中的光滑闭合曲线，S 是由 L 包围的开

子集，x1, x2 为笛卡尔坐标，则熟知的 2 维欧氏空间 Stokes 定理（又称 Green 定理）为¼
S

pBA2{Bx1 � BA1{Bx2qdx1dx2 �
¾
L

Aldl

现在说明上式是前述定理的特例。令 M � R2，则 SY L 可认为是 N，其中 S 和 L 分

别对应 ipNq 和 BN。用欧氏度规 δab 把 Aa 变为 1 形式场（即对偶矢量）Aa � δabAb，则
Aa 对应 ω。把 Aa 用笛卡尔系对偶坐标基矢展开：ω � Aa � Aµpdxµqa，则

dω � dAµ^dxµ � BAµ
Bxν dxν^dxµ � BA1

Bx2 dx2^dx1�BA2Bx1 dx1^dx2 � pBA2Bx1 �
BA1
Bx2 qdx

1^dx2

其中第二个等号是 df用对偶坐标基矢的展开式，可见上式左边可以表示为
»

ipNq

dω。另一方

面，

»
BN

ω �
»
BN

ω̃。选线长 l为 L的局部坐标，把 ω̃用坐标基矢展开为 ω̃a � ω̃1plqpdlqa，
两边与 pB{Blqa 缩并得

ω̃1plq � ω̃apB{Blqa � ωapB{Blqa � AapB{Blqa � Al

故 ω̃ � Aldl，于是 ¾
L

Aldl �
»
BN

ω

可见，上式是 Stokes 定理的特例。

以上介绍了微分形式在流形上的积分及有关定理。为了讲解函数在流形上的积分，先介

绍体元的概念。

5.4 体元

定义 5.10. n 维可定向流形 M 上的任一个 C0 而且处处非零的 n 形式场 ε 称为一个体元。
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注 5.4. 体元与定向的区别在于：若 ε1 和 ε2 是两个 C0 且处处非零的 n 形式场，而且有

处处为正的函数 h 使 ε1 � hε2，则 ε1 和 ε2 代表同一个定向，但只要 ε1 � ε2 它们就是两
个不同体元。对可定向连通流形，定向只有两个，而体元却有无限多个。谈及定向流形上的

积分和体元时不要求流形上选定度规场，这时体元的选择十分任意（只有一个要求，就是体

元与定向相容，即代表体元的 ε 与代表定向的 ε 之间的乘子为正。），没有一个与众不同的

体元。然而，如果流形上给定了度规场 gab，便存在选择特定体元的自然方法。

先考虑带度规 gab 的 2维定向流形。设 εa1a2
为任一体元，则 εa1a2 � ga1b1ga2b2εb1b2

有意义，且 εa1a2εa1a2
是标量场，可借任一基底计算。我们用正交归一基底。若 gab 为正

定度规，则

εa1a2εa1a2
� δµ1ν1δµ2ν2εν1ν2

εµ1µ2
� δ11δ22ε12ε12 � δ22δ11ε21ε21 � 2pε12q2

若 gab 为洛伦兹度规，则

εa1a2εa1a2
� η11η22ε12ε12 � η22η11ε21ε21 � �2pε12q2

推广至带任意度规 gab 的 n 维流形有

εa1���anεa1���an
� p�1qsn!pε1���nq2

其中 ε1���n 是 εa1���an
在正交归一基底的分量，s 是 gab 在正交归一基底的分量中 �1 的个

数，例如正定度规有 s � 0，洛伦兹度规有 s � 1。所谓借用度规选择一个特定的体元，是

指规定体元 εa1���an
在正交归一基 tpeµqau 的分量满足如下的简单性要求：

ε1���n � �1

即

εa1���an
� �pe1qa1 ^ � � � ^ penqan

（对正交归一基）

这相当于要求

εa1���anεa1���an
� p�1qsn!

满足上式的 εa1���an
称为与度规 gab 相适配（相容）的体元。上式只把体元确定到差一个负

号的程度，加上 “体元与定向相容” 的要求才确定唯一的体元。于是上式右边的 � 和 � 号
分别对应于右手和左手正交归一基。

小结 涉及积分时，我们只关心可定向流形 M。首先选好一个定向使 M 成为定向流

形。任一基底的右（左）手性由所选定向规定。没有度规场 gab（或其他可资利用的几何结

构）时，体元相当任意，但要求与定向相容。指定 gab 后，体元 εa1���an
由 gab 以及 “体元

与定向相容” 的要求唯一确定，简称适配体元。今后如无特别声明，在有度规时提到体元都
指这个唯一的适配体元。
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在 3 维欧氏空间 pR3, δabq 中任取一个符合直观含义的右手笛卡尔系 tx, y, zu 并指定
3 形式场 ε � dx ^ dy ^ dz 为定向，则 tx, y, zu 按定义就是以 ε 衡量的右手系。把 ε �
dx^ dy^ dz 与上式对比可知 ε 是适配体元。设 G 是 R3 的开子集且普通积分

½
G

dxdydz

存在，则此积分自然代表 G 的体积（按普通微积分学的体积定义）。另一方面，3 形式场 ε

在 G � R3 上的积分
»
G

ε 正是

½
G

dxdydz，可见
»
G

ε 就是 G 的体积。推广至任意带正

定度规 gab 的定向流形 N，设 ε 为适配体元，若

»
N

ε 存在，就称它为 N 的（用 gab 衡量

的）体积（对 1, 2 维流形又分别叫长度和面积）。这可看作把 ε 称为体元的由来。

定理 5.8. 设 ε 为适配体元，tpeµqau 及 tpeµqau 为基底及其对偶基底，g 为 gab 在此基底

的分量组成的行列式，|g| 为 g 的绝对值，则（式中 �、� 号分别适用于右手和左手基底）

εa1���an
� �

a
|g|pe1qa1

^ � � � ^ penqan

注 5.5. 对正交归一基底有 |g| � 1。

定理 5.9. 设 ∇a 和 ε 分别是与度规相适配的导数算符和体元，则

∇bεa1���an
� 0

证明. 由 ∇bgac � 0 可得 εa1���an∇bεa1���an
� 04，于是对任一矢量场 vb 有（两边做缩并）

εa1���anvb∇bεa1���an
� 0

因 M 中任一点的 n 形式的集合是 1 维矢量空间，故该点的任意两个 n 形式只能差到一个

乘子 h（对不同点 h 可不同），因此 vb∇bεa1���an
� hεa1���an

。代入上式便给出 h � 0，所
以 vb∇bεa1���an

� 0。因 vb 为任意矢量场，故 ∇bεa1���an
� 0。

下面要证明关于体元的两个十分有用的等式，为此先要介绍下述引理。

定理 5.10. δra1
a1
� � � δaj

aj
δaj�1

bj�1
� � � δans

bn
� pn� jq!j!

n!
δraj�1

bj�1
� � � δans

bn

根据上述引理，可以证明

定理 5.11.（a） εa1���anεb1���bn
� p�1qsn!δra1

b1
� � � δans

bn

（b） εa1���ajaj�1���anεa1���ajbj�1���bn
� p�1qspn� jq!j!δraj�1

bj�1
� � � δans

bn

证明. εa1���anεb1���bn
� εra1���ansεrb1���bns 表明 εa1���anεb1���bn

对全部上标和全部下标都为反

称。不难证明这种 pn,nq 型张量的集合是 1 维矢量空间，而 δra1
b1
� � � δans

bn
属于这类张量

4因为 εa1���anεa1���an � p�1qsn!，两边取导数得 ∇bpεa1���anεa1���an q � ∇bε
a1���anεa1���an �

εa1���an∇bεa1���an � 0。又 ∇bgac � 0 可导出 ∇bg
ac � 0，故前式第一项为 0。
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（因为不难证明 δra1
b1
� � � δans

bn
� δra1

rb1
� � � δans

bns），故任何这类张量与 δra1
b1
� � � δans

bn

只差一个乘子，从而 εa1���anεb1���bn
� Kδra1

b1
� � � δans

bn
。与 εa1���an

εb1���bn 缩并，左边结

果为 p�1qsn!p�1qsn!，右边结果为 Kεb1���bn
εb1���bn � Kp�1qsn!，于是 K � p�1qsn!，故得

式（a）。两边分别对前 j 个上、下指标缩并得

εa1���ajaj�1���anεa1���ajbj�1���bn
� p�1qsn!δra1

a1
� � � δaj

aj
δaj�1

bj�1
� � � δans

bn

� p�1qspn� jq!j!δraj�1
bj�1

� � � δans
bn

（其中最末一步用到上述引理）可见式（b）成立。

5.5 函数在流形上的积分，Gauss 定理

定义 5.11. 设 ε 为流形 M 上的任一体元，f 为 M 上的 C0 函数，则f 在 M 上的积分（记

作

»
M

f）定义为 n 形式场 fε 在 M 上的积分，即»
M

f�

»
M

fε

由定义知函数的积分与体元的选择有关。只要流形上给定度规，我们约定总是用适配体

元来定义函数的积分。这样，在带度规的定向流形上，函数给定后其积分也就确定。以 3 维

欧氏空间 pR3, δabq 为例。设 tx, y, zu 为右手笛卡尔系，则 ε � dx^ dy^ dz 是适配体元，

于是 pR3, δabq 上的函数 f : R3 Ñ R 的积分按定义为
»
R3

f �
»
R3

fε，而右边无非是 3 形式

场 ω � fε 的积分。设 f 与笛卡尔系 tx, y, zu 结合而得的 3 元函数为 Fpx, y, zq，则
ω � Fpx, y, zqdx^ dy^ dz

故 »
f �

»
fε �

»
ω �

½
Fpx, y, zqdxdydz

如果愿意，也可用（右手）球坐标系 tr, θ,φu计算。由线元式 ds2 � dr2�r2pdθ2�sin2 θdφ2q
可知 g � r4 sin2 θ，故 ε � r2 sin θdr^dθ^dφ,于是ω � fε � F̂pr, θ,φqr2 sin θdr^dθ^dφ
（其中 F̂pr, θ,φq 是由 f 与 tr, θ,φu 结合而得的 3 元函数），故»

f �
»
fε �

»
ω �

½
F̂pr, θ,φqr2 sin θdrdθdφ

下面介绍一般形式的 Gauss 定理。读者熟悉的 Gauss 定理是½
V

p∇⃗ � A⃗qdV �
¿
S

A⃗ � n⃗dS

上式左右两边可分别形象地说成是 “函数 ∇⃗ � A⃗ 与体元 dV 的乘积的积分” 和 “函数 A⃗ � n⃗
与面元（2 维体元）dS 的乘积的积分”。下面分两步证明由 Stokes 定理可以导出一个公式，
它把上式作为特例包括在内。第一步是导出如下定理，其左边可看作上式左边的推广。
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定理 5.12. 设 M 是 n 维定向流形，N 是 M 中的 n 维紧致带边嵌入子流形，gab 是 M

上的度规，ε 和 ∇a 分别是适配体元和适配导数算符，va 是 M 上的 C1 矢量场，则»
ipNq

p∇bvbqε �
»
BN

vbεba1���an�1

注 5.6. 上式左边可看作上上式左边的推广。

证明. n� 1 形式场 ω � vbεba1���an�1
的外微分 dω � n∇rcpvbε|b|a1���an�1sq 是 n 形式场，

其中 ∇c 可为任意导数算符。N 中任一点的 n 形式的集合是 1 维矢量空间，故该点的两个

n 形式 dω 与 ε 只差一个因子，即

n∇rcpvbε|b|a1���an�1sq � hεca1���an�1

其中 h 是 N 上的函数，可求之如下：上式两边与 εca1���an�1 缩并，右边得 p�1qshn!，左边
得

nεca1���an�1∇rcpvbε|b|a1���an�1sq � nεrca1���an�1s∇cpvbεba1���an�1
q

�nεca1���an�1εba1���an�1
∇cvb � np�1qspn� 1q!δcb∇cvb � p�1qsn!∇bvb

（注意加入 δ 时是把 ε 的一个上标 c 换成了 b）故 h � ∇bvb, dω � ε∇bvb。根据 Stokes
定理，上式得证。

下面进一步把上式右边改写为同上上式右边类似的形式。由于后者涉及边界 S上的体元

dS，我们先从 BN的体元谈起。此处只讨论 BN不是类光超曲面的情况，这时可谈及 BN的归
一化法矢 na，满足 nana � �1。N上的度规 gab 在 BN上的诱导度规为 hab � gab	nanb。
把 BN 看作带度规 hab 的 n� 1 维流形，其体元（记作 ε̂a1���an�1

）应满足两个条件： 1⃝ 与
BN 的诱导定向（记作 ε̄a1���an�1

）相容； 2⃝ 与度规 hab 相适配，即

ε̂a1���an�1 ε̂a1���an�1
� p�1qŝpn� 1q!

其中 ε̂a1���an�1 是用 hab 对 ε̂a1���an�1
升指标的结果，ŝ 是 hab 的对角元中负数的个数。BN

上满足这两个条件的体元 ε̂a1���an�1
称为诱导体元。设 nb 是 BN 的外向单位法矢（以 ipNq

作为内部，“外向” 有明确意义），则诱导体元 ε̂a1���an�1
与 N 上体元 εa1���an�1

有如下关系：

ε̂a1���an�1
� nbεba1���an�1

下面就是把上上式作为特例包括在内的一般 Gauss 定理。

定理 5.13. 设 M 是 n 维定向流形，N 是 M 中的 n 维紧致带边嵌入子流形，gab 是 M

上的度规，ε 和 ∇a 分别是适配体元和适配导数算符，ε̂ 是 BN 上的诱导体元，BN 的外向
法矢 na 满足 nana � �1，va 是 M 上的 C1 矢量场, 则»

ipNq

p∇avaqε � �
»
BN

vanaε̂（n
ana � �1 时取 �, nana � �1 时取 �）
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证明. 由上一定理知只须证明
»
B

vbεba1���an�1
� �

»
BN

vanaε̂。令 ω � vbεba1���an�1
, 注意

到

»
ϕrSs

ω �
»
ϕrSs

ω̃, 只须证明

ω̃a1���an�1
� �vbnbε̂a1���an�1

, @q P BN

其中 na 为 BN 的单位外向法矢。上式两边都是 Wq 上的 n� 1 形式，故必有 K 使

ω̃a1���an�1
� Kvbnbε̂a1���an�1

于是只须证明 K � �1。设 tpe0qa � na, pe1qa, � � � , pen�1qau 是 Vq 的一个右手正交归一基

底，用 pe1qa1 � � � pen�1qan�1 缩并上式，右边给出

Kvbnbε̂12���pn�1q � �Kvbpe0qbε̂12���pn�1q � �Kv0

（其中 ε̂12���pn�1q 是 ε̂a1���an�1
在用基底 tpe1qa, � � � , pen�1qau 表示时的分量，第一个等号是

因为 nb � �pe0qb5，第二个等号是因为右手基底保证 ε̂12���pn�1q � 1。）另一方面，左边缩

并结果为

ω̃a1���an�1
pe1qa1 � � � pen�1qan�1 � ωa1���an�1

pe1qa1 � � � pen�1qan�1

�vbεba1���an�1
pe1qa1 � � � pen�1qan�1 � vµεµ12���pn�1q � v0ε012���pn�1q � v0

对比两式得 K � �1。

注 5.7. 上述定理的条件是 na 为 BN 的外向单位法矢。把规定改为 “当 nana � �1 时，na
朝外向，nana � �1 时 na 朝内向”, 则上述定理右边的 � 号消失，Gauss 定理改取如下形
式 »

ipNq

p∇avaqε �
»
BN

vanaε̂

若 BN 为类光超曲面，即 nana � 0，则上式仍然成立，但 ε̂ 要按下式定义：

1

n
εa1���an

� nra1
ε̂a2���ans

5.6 对偶微分形式

以 Λpplq 代表 p PM 的全部 l 形式的集合，则有

dimΛpplq � Cln � Cn�ln � dimΛppn� lq

若 M 为带度规 gab 的定向流形，ε 为适配体元，则可用 ε 及 gab 在 ΛMplq 和 ΛMpn� lq
之间定义一个同构映射如下：

5nb � n0pe0qb，其中 n0 � nbpe0qb � nbn
b � �1。
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定义 5.12. @ω P ΛMplq，定义 ω 的对偶微分形式�ω P ΛMpn� lq 为
�ωa1���an�1

�
1

n!
ωb1���blεb1���bla1���an�1

其中

ωb1���bl � gb1c1 � � �gblclωc1���cl

注 5.8. 以上定义的 � 称为 Hodge star。不难看出： 1⃝ � : ΛMplq Ñ ΛMpn� lq 是同构映
射； 2⃝ f P FM 作为 0 形式场，其对偶形式场按定义为：

�fa1���an
� 1

0!
fεa1���an

� fεa1���an

即 �f 等于度规适配的体元 ε 的 f 倍，因此可以说函数 f 的积分定义为其对偶形式场的积

分。对上式再取 � 得

�p�fq �� pfεq � 1

n!
fεb1���bnεb1���bn

� p�1qsf

这一结果可推广为如下定理：

定理 5.14. ��ω � p�1qs�lpn�lqω
现在用微分几何观点重新观察早已熟悉的 3 维欧氏空间 pR3, δabq 上的矢量代数和矢量

场论（其中 M 就是 R3）。

（1） 为什么过去从未听说过 1、2 和 3 形式场？首先，利用欧式度规 δab 可把对偶矢量

场 ωa 变为矢量场 ωa � δabωb，从而消除了使用 1 形式场的必要性。今后在只涉

及 pR3, δabq 时将不再认真区分上下标。其次，由于 n � 3，ΛMp2q 与 ΛMp1q 维数相
同并可用同构映射 � : ΛMp2q Ñ ΛMp1q 把 ω P ΛMp2q 与 �ω P ΛMp1q 认同，从而
消除了使用 2 形式场的必要性。类似地，ΛMp3q 与 ΛMp0q 维数相同并可用同构映射
� : ΛMp3q Ñ ΛMp0q 把 ω P ΛMp3q 与 �ω P ΛMp0q 认同，而后者（0 形式场）就是
R3 上的函数。可见 3 维欧氏空间的微分形式场都可由函数和矢量场代替。

（2） 现在讨论矢量代数的点乘和叉乘运算。把矢量 A⃗ 和 B⃗ 分别记作 Aa 和 Bb。A⃗ 和 B⃗ 的

点乘积 A⃗ � B⃗ 自然就是 AaB
a，但对叉乘积 A⃗� B⃗ 如何理解？令

ωab � Aa ^ Bb � 2AraBbs

则
�ωc � 1

2
ωabεabc � εabcAraBbs � εabcAaBb

其中，εabc 是欧氏度规的适配体元。设 tx, y, zu 为右手笛卡尔坐标系，则其坐标基底
正交归一，于是 εabc 在此系的非零分量 εijk 为

ε123 � ε312 � ε231 � �ε132 � �ε213 � �ε321 � 1
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可见 εijk 就是熟知的 Levi–Civita 记号6。于是 �ωc 在该笛卡尔系的第 k 分量为

�ωk � εijkAiBj, k � 1, 2, 3

上式右边正是 A⃗� B⃗ 按叉乘定义的第 k 分量 pA⃗� B⃗qk，故 A⃗� B⃗ 可看作 �ω（准确

地说是对偶矢量 �ω 对应的矢量）。而 ω � A^ B，可见对 A⃗ 和 B⃗ 求叉积就是先求

楔积 A^ B 再求其对偶形式，可直观地表达为 � ��� ^。

（3） 再从微分几何看 3 维欧氏空间的矢量场论。如前所述，矢量场论的 ∇⃗ 就是与欧氏度规
δab 适配的导数算符 Ba，涉及 ∇⃗ 的公式原则上都可用 Ba 表出。例如

（a） ∇⃗f � Baf
（b） ∇⃗ � A⃗ � BaAa

（c） ∇⃗� A⃗ � εabcBaAb （推导参考前述内容）
（d） ∇⃗ � pA⃗B⃗q � BapAaBbq
（e） ∇⃗A⃗ � BaAb

（f） ∇2f � BaBaf
（g） ∇2A⃗ � BaBaAb

借用 Ba 及抽象指标还可使一些常用公式的推证简化而且理由清晰。仅举二例。

例 5.5. 用 Ba 证明

∇⃗ � pA⃗� B⃗q � B⃗ � p∇⃗� A⃗q � A⃗ � p∇⃗� B⃗q

证明. ∇⃗ � pA⃗� B⃗q � BcpεcabAaBbq � εcabpAaBcBb � BbBcAaq
而 B⃗ � p∇⃗� A⃗q � Bbp∇⃗� A⃗qb � BbpεbacBcAaq � εcabBbBcAa
�A⃗ � p∇⃗� B⃗q � �Aap∇⃗� B⃗qa � �AapεacbBcBbq � εcabAaBcBb
代入便得证。

例 5.6. 用 Ba 证明

∇⃗pA⃗ � B⃗q � pA⃗ � ∇⃗qB⃗� pB⃗ � ∇⃗qA⃗� A⃗� p∇⃗� B⃗q � B⃗� p∇⃗� A⃗q

6εa1a2a3...an �

$''&
''%
�1 如果pa1,a2,a3, . . . ,anq是p1,2, 3, . . . ,nq的一个偶排列

�1 如果pa1,a2,a3, . . . ,anq是p1,2, 3, . . . ,nq的一个奇排列

0 其他情况
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证明. 右边第一项 � AaBaBb

右边第二项 � BaBaAb

右边第三项 � A⃗� pεcdeBdBeq � εbacAapεcdeBdBeq
� 2δbrdδaesAaBdBe � pδbdδae � δbeδadqAaBdBe � AaBbBa �AaBaBb

同理，右边第四项 � BaBbAa � BaBaAb

故，右边 � AaBbBa � BaBbAa � BbpAaBaq � ∇⃗pA⃗ � B⃗q

（4） 3 维欧氏空间中的梯度、旋度和散度可用外微分简单表述如下：

定理 5.15. 设 f 和 A⃗ 是 3 维欧氏空间的函数和矢量场，则

gradf � df, curlA⃗ � �dA, divA⃗ � �dp�Aq

证明.
dA � 2BrbAas

�dA � BrbAasεbac � ∇⃗� A⃗
�A � Aaεabc

d�A � 3BrdAaε|a|bcs
�d�A � 3

3!
BrdAaε|a|bcsεbcd � 1

2
BdAaεbcaεbcd � 1

2
BdAa2!δad � BaAa

R3 是平凡流形保证 R3 上的闭形式场必恰当，同上述定理结合便很容易证明 3 维欧氏

空间场论中并不易证的下列熟知命题：

（1） 无旋矢量场必可表为梯度，即

curlE⃗ � 0ñ D标量场ϕ 使E⃗ � gradϕ

（2） 无散矢量场必可表为旋度，即

divB⃗ � 0ñ D矢量场A⃗ 使B⃗ � curlA⃗

证明.（1） curlE⃗ � 0ñ �dE � 0ñ� p�dEq �� 0 � 0 而根据 ��ω � p�1qs�lpn�lqω，
可知 �p�dEq � dE

（2） divB⃗ � 0ñ �dp�Bq � 0ñ dp�Bq � 0ñ� B � dAñ B � �dA
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量子力学数学基础的主要内容是泛函分析，特别是希尔伯特空间及其线性算符的理论。

读过本书前两章的读者对集合、映射、拓扑、矢量空间及其对偶空间、张量、度规等概念比

较熟悉，这为学习泛函分析提供了一定的方便。学过上述概念的物理系学生往往跃跃欲试地

把量子力学的内积、左右矢、线性算符以及波函数用正交归一基底展开等一系列问题同上述

概念联系起来思考，力图求得更为深入和清晰的理解。他们希望有一份简明读物作参考。本

章主要为满足这种需要而产生。讲解中尽量与本书前两章以及量子力学的有关内容（特别是

Dirac 的左右矢记号）相联系或对比。为了尽量节省读者的时间，我们只介绍最为必需的概
念和定理，而且略去其中少数概念的定义和某些定理的证明。想深入学习泛函分析的读者则

应阅读有关教程或专著。

6.1 Hilbert 空间初步

6.1.1 Hilbert 空间及其对偶空间

第二章中定义的矢量空间称为实矢量空间。把定义中的 R 改为全体复数的集合 C 便得
到复矢量空间。定义了内积的复矢量空间 V 称为（复）内积空间。内积是一个从 V � V 到
C 的映射。以 i 代表这一映射，即 i : V �V Ñ C，则 i 可看作有两个槽的机器，在两槽中分
别输入 f, g P V，便得一个复数。因此，i 也可形象地记作 ip
, 
q，括号中的两个圆点代表两
个槽。为简单起见，索性把 ip
, 
q 简写为 p
, 
q，确切定义如下：
定义 6.1. 复矢量空间 V 称为内积空间，若存在内积映射 i : V �V Ñ C，对任意 f, g, h P V
和任意 c P C 满足

（a） pf, g� hq � pf, gq � pf, hq；

（b） pf, cgq � cpf, gq；

（c） pf, gq � �pg, fq （其中 �pg, fq 代表复数 pg, fq 的共轭复数）；

（d） pf, fq ¥ 0，且 pf, fq � 0ô f � 0。1

1只含零元的空间也可看作内积空间，但本章在不加声明时只讨论维数大于零的内积空间。
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注 6.1. 上述定义的前两条件表明内积映射 p
, 
q 对第二槽是线性的。第三条件（配以前两
条件）则表明 pf�g, hq � pf, hq�pg, hq及 pcf, gq � c̄pf, gq。由于具有这种性质，我们说映射
p
, 
q 对第一槽是反线性（或共轭线性）的。最后一个条件表明 pf, gq � 0 @g P V ñ f � 0，
因可取 g � f。

注 6.2. 上述定义对实矢量空间也适用，只须把 C 改为 R。实空间的内积就是第二章定义的
正定度规，但是，由于非正定度规不满足上述定义的最后一个条件，所以度规未必是内积。

例 6.1.
Cra, bs � tra, bs � R上连续复值函数fpxqu

是无限维复矢量空间。定义内积

pf, gq�
» a
b

�fpxqgpxqdx, @f, g P Cra, bs
则 Cra, bs 是内积空间。

利用内积可自然定义内积空间中任意两点的距离，进而定义空间的拓扑。

定义 6.2. 内积空间 V 中任意两元素 f 和 g 的距离定义为

dpf, gq�
a
pf� g, f� gq

易见 dpf, gq � dpg, fq。设 f P V, r ¡ 0，则以 f 为心、以 r 为半径的开球定义为

Bpf, rq� tg P V | dpg, fq   ru

用开球可给 V 定义拓扑（类似于第一章中的 “通常拓扑”）：

T � t空集或 V 中能表为开球之并的子集u

可见内积空间 V 可自然地被定义为一个拓扑空间。上式定义的拓扑 T 叫做 V 的自然拓扑。

今后如无特别声明，凡涉及 V 的拓扑时一律指这一拓扑。

第二章讲过（有限维）实矢量空间 V 的对偶空间 V�，它是由 V 到 R 的全体线性映射
的集合。对（有限或无限维）复矢量空间 V，对偶矢量可定义为由 V 到 C的线性映射。然而
内积空间除了是复矢量空间外还是拓扑空间，因此对映射 η : V Ñ C还可问及是否连续的问
题。（这时还涉及 C的拓扑，其定义也很自然：设 z1, z2 P C且 z1 � a1�ib1, z2 � a2�ib2（其
中 a1, a2, b1, b2 P R）,则 z1, z2 的距离可定义为 dpz1, z2q� rpa1�a2q2�pb1�b2q2s1{2，用
此距离便可定义开球，从而定义 C的拓扑。）在泛函分析中，每个连续的线性映射 η : V Ñ C
称为 V 上的一个连续线性泛函。我们关心 V 上全体连续线性泛函的集合（它有许多好的性

质），并称它为 V 的对偶空间。2

2若 V 为有限维，则 V 上的线性泛函必定连续。因此只当 V 为无限维时连续性才是对线性泛函有实质意义的要求。
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定义 6.3. 内积空间 V 的对偶空间（又称共轭空间）定义为

V�
� tη : V Ñ C | η为连续的线性映射u

V� 也可看作复矢量空间，为此只须用如下的自然方法定义加法和数乘：

加法 pη1 � η2qpfq� η1pfq � η2pfq, @η1η2 P V�, f P V；

数乘 pcηqpfq� c � ηpfq, @η P V�, c P C

（由此可知零元是 V� 中这样的元素，它作用于任意 f P V 都得零。）

读者至此自然会联想到量子力学的右矢和左矢空间，并猜想右矢空间是内积空间 V，而

左矢空间则是 V�。然而事情比此略为复杂。要保证 Dirac 的左右矢记号得心应手，左右逢
源，左、右矢空间应该 “完全对等”。这似乎不难：根据第二章，有限维实矢量空间 V 上的度

规自然诱导一个从 V 到 V� 的一一到上的线性映射。然而，由于复空间的内积与实空间的

度规的少许不同，复空间 V 上的内积自然诱导的从 V 到 V� 的映射不是线性而是反线性的。

不过这不构成什么问题，真正构成问题的是量子力学中用到的内积空间多数是无限维的，而

这导致上述映射未必到上，即 V 与 V�“不一样大”。先看如下命题：

定理 6.1. 内积映射 p
, 
q 自然诱导出一个一一的、反线性的映射 ν : V Ñ V�。

证明. 设 f P V，则 ηf � pf, 
q 是从 V 到 C 的映射。由内积定义可知它是线性的。还
可证明（略）它是连续的，因此 ηf P V�。具体说，ηf 是 V� 的这样一个元素，它作用于

g P V 的结果为 ηfpgq � pf, gq。可见 p
, 
q 自然诱导出一个映射 ν : V Ñ V�，定义为

νpfq � ηf。根据映射 ν 的定义，其反线性性是显然的，其一一性证明如下：设 Df1, f2 P V
使得 νpf1qpgq � νpf2qpgq � 0 @g P V，则有 pf1� f2, gq � 0 @g P V，因此就有 f1 � f2。

若 V 是有限维空间，则 V� 与 V 有相同的维数（请参考第二章中对实矢量空间的证明），

因而上述反线性映射 ν : V Ñ V� 一定到上。若 V 是无限维的，则 V� 也是无限维的，这时

ν : V Ñ V� 不一定到上。直观地说，V� 有可能 “比 V 大”，即 νrVs � V� 但 νrVs � V�。然

而，为保证 Dirac 的左右矢运算给出正确结果，我们需要 V� 同 V“一样大”，即 νrVs � V�。

不久将看到，其实 V� 比 V 最多 “只多一层皮”，只要给 V 适当地 “补上一层皮”，ν : V Ñ V�

就可到上，V 与 V� 就 “一样大”。为了用准确语言表述这些直观思考，我们先介绍下列数
学概念。

定义 6.4. 设 V 为内积空间，f P V，tfnu 是 V 中的一个序列（见第一章最后一节中的定

义）。我们说 tfnu 收敛于 f（记作 fn Ñ f），若 lim
nÑ8

dpf, fnq � 0。f 称为序列 tfnu 的极限，
3记作 f � lim

nÑ8
fn。

3内积空间可自然看作拓扑空间，而拓扑空间中的点序列的极限已有定义（见第一章最后一节）。不难证明该定义同本页定义

等价。
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定义 6.5. V 中的序列 tfnu 称为柯西序列，若 @ε ¡ 0, DN ¡ 0 使当 n,m ¥ N 时有

dpfn, fmq   ε。

可以证明，收敛（于任一 f P V）的序列一定是柯西序列，但反之不然。

定义 6.6. 内积空间 V 称为完备的，若其中任一柯西序列收敛。

前述例子中的 Cra, bs 是不完备的内积空间。因为存在这样的柯西序列，其收敛于一个
不连续函数（因此它在 Cra, bs 中不收敛）。柯西序列 tfnpxqu 在 Cra, bs 内没有极限表明
Cra, bs 不完备。为使之完备化，可把 ra, bs 上虽不连续却平方可积的复值函数（例如上述
柯西序列的极限）包含进去，扩大后的空间记作 L2ra, bs，即

L2ra, bs � tf : ra, bs Ñ C |
» b
a

|fpxq|2dx   8u4

仍用前面例子中的内积定义，则可证 L2ra, bs 是完备的内积空间。
内积空间 Cra, bs 的这一完备化程序很有启发性。事实上，任何不完备的内积空间 V 都

可以完备化，为此只须把它略加扩大—把所有柯西序列 “应有的极限点” 都补进 V 中。可以

证明，对任何不完备内积空间 V，总可找到完备的内积空间 Ṽ，使得 V � Ṽ 而且 V̄ � Ṽ，

其中 V̄ 是把 Ṽ 看作拓扑空间（用其内积定义拓扑）时子集 V 的闭包。直观地可以说 Ṽ 比

V“最多只多一层皮”。

定义 6.7. 完备的内积空间叫希尔伯特空间，记作 H 。

注 6.3. 有限维的内积空间一定完备，因此一定是 Hilbert 空间。然而量子力学中用到的
Hilbert 空间多数是无限维的。无限维是许多问题变得复杂的根源。

同 L2ra, bs 相仿，

L2pRnq � tf : Rn Ñ C |
»
|f|2dnx   8u（内积定义仿照前述例子）

也是 Hilbert 空间，其中 L2pR3q 是量子力学常用的波函数空间。
由于具有完备性，Hilbert 空间有许多很好的性质，其中对我们特别有用的就是 H 与

其对偶空间 H �“一样大”，即 νrH s � H �，见如下命题：

定理 6.2. 设 H 是 Hilbert 空间，H � 是其对偶空间，则 @η P H �，有唯一的 fη P H 使

ηpgq � pfη, gq @g P H 。

证明. 见任一泛函分析教程中关于 Riesz 表现定理的证明。
4式中的积分是指 Lebesgue 积分。严格地说，函数 fpxq 还应具有 “可测性”。可以这样说：物理上遇到的函数都满足这一要

求。此外，两个函数如果只在测度为零的集上不同就应被视为 L2ra,bs 的同一元素。本脚注同样适用于 L2pRnq。
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注 6.4. 上述定理表明，对 Hilbert 空间，前述命题中的 ν : H Ñ H � 是到上的，即 ν 是一

一到上的反线性映射。这个命题的重要性在于保证 H 同 H �“一样大”，请注意不完备内积
空间没有这样好的结论。可见物理学不但需要内积空间，而且需要完备的内积空间—Hilbert
空间。

利用映射 ν : H Ñ H � 还可把 H � 定义为 Hilbert 空间：@η, ξ P H �，由上述定理可

知有唯一的 fη, fξ P H 使 η � νpfηq, ξ � νpfξq。定义 η 和 ξ 的内积为

pη, ξq� pfξ, fηq

则不难验证 pη, ξq 满足内积定义，故 H � 是内积空间。还可证明 H � 是完备的，因而也是

Hilbert 空间。可见 H � 与 H 实在非常 “像”：它们之间不但存在一一到上的反线性映射，
而且这一映射还在上式的意义上保内积。H 和 H � 的这种相像性使我们可以把它们分别

用作量子力学中的右矢和左矢空间（详见第四小节）。

6.1.2 Hilbert 空间的正交归一基

N 维矢量空间 V 的一个基底无非是由 N 个元素组成的、满足如下两个要求的一个序

列 te1, � � � , eNu： 1⃝ te1, � � � , eNu 线性独立； 2⃝ V 的任一元素 f 可由 te1, � � � , eNu 线性表
出。我们想把基底概念推广至无限维的 Hilbert 空间 H 。

定义 6.8. H 的有限子集 tf1, � � � , fNu 称为线性独立的，若
Ņ

n�1

cnfn � 0ñ cn � 0, n � 1, � � � ,N

H 的任一子集 tfαu 称为线性独立的，若 tfαu 的任一非空有限子集线性独立。

如果 H 中存在满足以下两条件的无限序列 tenu： 1⃝ tenu 线性独立； 2⃝ H 的任一元

素 f 可由 tenu 线性表出：
f �

8̧

n�1

cnen, cn P C

就说 tenu 构成 H 的一个基底。（上式中的 f �
8̧

n�1

cnen 是 f � lim
NÑ8

Ņ

n�1

cnen 的简写。请

注意这里的极限涉及 H 的拓扑，对未定义拓扑的矢量空间无意义。）

下面再讨论 H 的正交归一基。

定义 6.9. Hilbert 空间 H 中的序列 tfnu 叫正交归一序列，若

pfm, fnq � δmn
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不难证明 H 中的任一正交归一序列都线性独立。所以，若 H 的维数有限，则当 tfnu
的元素个数等于 H 的维数时，tfnu 自然构成 H 的一个基底，而且是正交归一基。当 H

是无限维时，要成为正交归一基，tfnu 的元素必须无限多个。然而，并非由无限多个元素构
成的正交归一序列 tfnu 都是正交归一基，这里有一个是否已把元素 “选够” 的问题（例如，
设 tfnu 是基底，则只取 n 为偶数的子集也含无限多个元素，但却不是基底），只有满足下

面定义的完备性条件的 tfnu 才能成为正交归一基。
定义 6.10. H 中的正交归一序列 tfnu 叫完备的，若 H 中除零元外不存在与每个 fn 都

正交的元素（即不能通过给 tfnu 添加新元素而得到 “更大” 的正交归一序列）。

tfnu 的完备性保证 H 的任一元素 f 都可用 tfnu 线性表出，因此 H 的任一完备的正

交归一序列（如果存在）都是 H 的正交归一基。改用 tenu 代表完备的正交归一序列，则
任一 f P H 都可用 tenu 线性表出。由前述两式得

cn � pen, fq

故

f �
8̧

n�1

pen, fqen

6.1.3 Hilbert 空间上的线性算符

定义 6.11. 映射 A : H Ñ H 称为 H 上的算符，数学书一般译作算子。A 作用于 f P H

的结果记作 Af。A 称为线性算符，若

Apc1f1 � c2f2q � c1Af1 � c2Af2, @f1, f2 P H , c1, c2 P C

定义 6.12. 算符 A : H Ñ H 和 B : H Ñ H 称为相等的，若 Af � Bf @f P H 。

今后如无特别声明，行文中的算符均指线性算符。H 上全体线性算符的集合 L pH q
也是个复矢量空间5，只要用如下的自然方式定义加法和数乘：

加法 pA1 �A2qf� A1f�A2f, @A1A2 P L pH q, f P H ；

数乘 pcAqf� cpAfq, @A P L pH q, c P C

（L pH q 的零元（也叫零算符）是这样的算符，它作用于任意 f P H 都得 H 的零元。）

算符分为有界算符和无界算符两大类（定义见下节）。本节只讨论有界算符。

定义 6.13. H 上的一个线性算符 A : H Ñ H 自然诱导出 H � 上的一个线性算符

A� : H � Ñ H �，定义为

pA�ηqpfq� ηpAfq, @f P H , η P H �

5注意和 H � 区分，H � 中的元素皆是从 H 到 C 的连续线性映射。
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易见 A�η（作为从 H 到 C 的映射）是线性的，还可证明它是连续的，因此 A�η P H �，

从而保证 A� 是从 H � 到 H � 的映射。这样定义的 A� 称为算符 A 的对偶算符。

注 6.5. 1⃝ A 和 A� 是两个不同 Hilbert 空间上的算符，其中 A : H Ñ H 而 A� : H � Ñ
H �。 2⃝ 不难证明：

（a） A� 的确是线性算符

（b） A� 与 A 的对应关系是线性的，即

pA1 �A2q� � A�
1 �A�

2 , pcAq� � cA�

H 上的任一线性算符 A 的对偶算符 A� 又可自然诱导出 H 上的一个线性算符

A: : H Ñ H 。设 ν : H Ñ H � 是前述一一、到上、反线性映射，则可定义 A: 为如

下的复合映射：

A:
� ν�1 � A� � ν

ν 的反线性性导致 ν�1 的反线性性，加上 A� 的线性性，便知 A: 是线性的。

定义 6.14. 如上定义的 A: : H Ñ H 叫 A 的伴随算符。

注 6.6. A 和 A: 都是 H 上的算符，但 A� 是 H � 上的算符。

定理 6.3. 设 A: 是 A 的伴随算符，则

pf,Agq � pA:f, gq, @f, g P H

反之，若 B : H Ñ H 满足

pf,Agq � pBf, gq, @f, g P H

则 B � A:。

证明. pf,Agq � ηfpAgq � pA�ηfqpfq � ηhpgq � ph, gq � pA:f, gq, 其中第一步用到 ηf 的定

义，第二步用到 A� 的定义，第三步无非是把 A�ηf 记作 ηh，最后一步用到 A: 的定义。反

之，

0 � pBf, gq � pA:f, gq � pBf�A:f, gq, @f, g P H

故 0 � Bf�A:f � pB�A:qf @f P H ，因而 B � A:。

注 6.7. 可见上式可用作 A: 的等价定义。

定理 6.4. A: 与 A 的对应关系是反线性的，即

pA1 �A2q: � A:
1 �A:

2

pcAq: � c̄A:, @c P C
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证明. ppA1 � A2q:qf, gq � pf, pA1 � A2qgq � pf,A1gq � pf,A2gq � pA:
1f, gq � pA:

2f, gq �
ppA:

1 �A:
2qf, gq

ppcAq:f, gq � pf, cAgq � cpf,Agq � cpA:f, gq � pc̄A:f, gq

定理 6.5. 设 A 为 H 上的有界算符，则 A:: � A

证明. pA::f, gq � pf,A:gq � �pA:g, fq � �pg,Afq � pAf, gq

定义 6.15. （有界）线性算符 A : H Ñ H 称为自伴的或厄米的，若 A � A:，即

pf,Agq � pAf, gq, @f, g P H

注 6.8. “厄米算符就是自伴算符” 的说法只对有界算符成立。对无界算符，自伴性强于厄米
性，详见下节。

6.1.4 Dirac 的左右矢记号

在 Dirac 的记号中，每一 f P H 记作 |fy，称为右矢；每一 η P H � 记作 xη|，称为左
矢。xη| 作用于 |fy 所得复数记作 xη|fy，即 xη|fy � ηpfq。物理学家常把 xη|fy 称为 xη| 与
|fy 的内积，在泛函分析中 xη|fy 则是 gη 与 f 的内积，其中 gη � ν�1pηq P H 。记号 xη|fy
中的 xy 可看作一个尖括号，“括号” 在英文中是 “bracket”，去掉字母 c 并拆为两半，自然
把左半 x| 称为 bra，而右半 |y 称为 ket。|fy P H 在 ν : H Ñ H � 映射下的像 ηf P H �

本应记作 xηf|，但可简记为 xf|，这不会与 |fy 混淆，却可形象地表明 xf| 就是 |fy 在 ν 映

射下的对应物。通常也把这种对应关系记作 xf| Ø |fy。同样，xη| P H � 的逆像 ν�1pηq 可
简记为 |ηy，即 xη| Ø |ηy，原来的 pf, gq � ηfpgq 则可表为 pf, gq � xf|gy。实际上，使用
Dirac 记号后无需再以拉丁字母 f, g, � � � 和希腊字母 η, ξ, � � � 分别代表 H 和 H � 的元素。

设 |ψy P H , c P C，则 c |ψy P H ，则可记作 |cψy，即 c |ψy � |cψy。由内积空间的定义有

xψ|ϕy ��xϕ|ψy,
xψ|cϕy � c xψ|ϕy ,
xcψ|ϕy � c̄ xψ|ϕy

其中 xcψ| 代表 |cψy 在映射 v 下的像，即 xcψ| Ø |cψy。注意到 ν 的反线性性，得

xcψ| � νpcψq � c̄νpψq � c̄ xψ|

故映射 ν : H Ñ H � 的反线性性体现为

xcψ| � c̄ xψ|

或

c |ψy Ø c̄ xψ|
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其中 c̄ xψ| 是复数 c̄ 乘左矢 xψ| 所得的左矢，也可记为 xψ| c̄
算符 A 作用于右矢 |ψy P H 所得的右矢记作 |Aψy，即 A |ψy � |Aψy。把用 A� 作用

于左矢 xη| P H � 的结果记作 A� xη|，则 A� 的定义式可表为

pA� xη|q |fy � xη| pA |fyq, @ |fy P H , xη| P H �

现在说明上式右边的圆括号可以去掉。先回到不用 Dirac 记号的式子。因为 A : H Ñ H

而 η : H Ñ C，所以 η � A : H Ñ C。η 是 H 上的连续线性泛函保证 η � A 也是，故

η � A P H �。进一步把 η � A 简记作 ηA，则有

pA�ηqpfq � pη � Aqpfq � pηAqpfq

因而 A�η � ηA（P H �），用 Dirac记号则为 A� xη| � |ηyA,于是前式左边等于 pxη|Aq |fy，
前式就成为

pxη|Aq |fy � xη| pA |fyq

上式表明圆括号没有必要，xη|A |fy 有明确含义，它既可理解为 pxη|Aq |fy，也可理解为
xη| pA |fyq。有人把 A: 记作 A�，则他们的 xη|A� 是我们的 xη|A: � A:� xη|。

定理 6.6. A |ψy Ø xψ|A:

证明. 因 A |ψy � |Aψy Ø xAψ|，故只须证 xAψ|ϕy � pxψ|A:q |ϕy @ |ϕy P H 。由上式得

pxψ|A:q |ϕy � xψ| pA: |ϕyq � xψ|A:ϕy � xAψ|ϕy

其中最后一步用到 A:: � A。

由上可知，任一算符 A 的本征方程 A |ψy � c |ψy 的左矢形式为

xψ|A: � xψ| c̄

设 t|enyu 是 H 的正交归一基，则可定义 H 上的线性算符
°
n |eny xen| 为

p
¸
n

|eny xen|q |ψy�
¸
n

|eny xen|ψy P H , @ |ψy P H

注意到
°
n |eny xen|ψy � |ψy 就有 ¸

n

|eny xen| � I

其中 I 代表单位算符（恒等映射），其定义为 I |ψy� |ψy @ |ψy P H 。上式便是量子力学中

常用的完备性关系。
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6.1.5 态矢和射线

量子系统每一时刻的态由 Hilbert 空间 H 中的一个矢量（右矢 |ψy）表示，因此右矢
叫做态矢。然而态矢与态的对应关系不是一一的。Dirac 说过（大意）: 设由 |ψy 代表的态
与自己叠加，结果将对应于态矢 c1 |ψy� c2 |ψy � pc1� c2q |ψy，其中 c1 和 c2 是任意复数。

我们应该假定，除了 c1 � c2 � 0 的情况外，结果态 pc1 � c2q |ψy 与原始态 |ψy 相同，即态
矢 pc1 � c2q |ψy 和 |ψy 应代表相同的态。（“自己与自己叠加不会得出新态”，请注意这与经
典物理非常不同。）就是说，右矢 |ψy 和 c |ψy（c 为任意非零复数）代表同一状态。于是，
若对 H 的任意非零元素 |ψy 定义 H 的子集 rψ � tc |ψy | c P C, c � 0u，并称 rψ 为过

|ψy 的一条射线，则一条射线对应于量子系统的一个态。以 H 中的所有射线为元素的集合

R 叫射线空间。

6.2 无界算符及其自伴性

前面一节讨论的是 “H 上的”“有界” 线性算符。下面先解释这两个定语的含义。
“H 上的算符（operator on H ）” 是指从 H 到 H 的映射，其定义域是整个 H 。然

而量子力学中大多数算符 A 的定义域（记作 DA）都只能是 H 的一个真子集，即 A 只能

是从 DA � H（DA � H ）到 H 的映射。这称为 H 中的算符（operator in H ）。6以 1

维空间的波函数空间 H � L2pRq 为例。（如前所述，此乃无限维 Hilbert 空间。）定义位置
算符 X : DX Ñ L2pRq 为

pXψqpxq� xψpxq, @ψ P DX, x P R

上式的含义是：X 作用于 DX 的任一元素 ψ 的结果是这样一个波函数，其在点 x P R 的
值等于 ψ 在点 x 的值 ψpxq 乘以 x。算符 X 的定义域 DX � L2pRq，因为 Dψ P L2pRq 使
Xψ R L2pRq。例如，函数

ψpxq �
$&
%1{x, x ¥ 1
0, x   1

是平方可积的，但函数

pXψqpxq � xψpxq �
$&
%1, x ¥ 1
0, x   1

却非平方可积，说明 ψ P L2pRq 而 ψ R DX。因而位置算符 X 只是 L2pRq 中（而非 L2pRq
上）的线性算符。第二个例子是动量算符 P : DP Ñ L2pRq，其定义为

pPψqpxq� �i hdψpxq
dx

, @ψ P DP
6这种用 on 和 in 形容算符定义域的约定只在部分文献中采用。在不采用这种约定的文献中，“operator on H ” 不表明该算

符的定义域是 H 。
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DP 是 L2pRq 的这样的子集，其中每个元素 ψpxq 几乎处处可微，7而且

dψpxq
dx

P L2pRq

并非 L2pRq 的每个元素都满足这一条件，所以 DP � L2pRq，即动量算符 P 也只是 L2pRq
中（而非 L2pRq 上）的线性算符。
下面介绍有界算符的定义。

定义 6.16. 线性算符 A : DAp� H q Ñ H 称为有界算符，若 DM ¡ 0 使a
pAf,Afq ¤M

a
pf, fq, @f P DA

否则称为无界算符。

定理 6.7. 设 A 是 H 上的有界线性算符，则 A: 也是 H 上的有界线性算符。

对有限维 Hilbert空间，所有线性算符都是有界的。反之，量子力学用到的无限维 Hilbert
空间中许多重要线性算符（例如位置算符 X，动量算符 P 和哈氏算符 H）都是无界算符。X

的无界性可证明如下：考虑波函数序列 tψ1pxq, ψ2pxq, � � � , ψnpxq, � � � u，其中 ψnpxq 定义为

ψnpxq �
$&
%1, x P rn,n� 1q
0, x R rn,n� 1q

则易见 ψn P DX。有

pψn, ψnq �
» �8

�8

�ψnpxqψnpxqdx � » n�1
n

dx � 1

另一方面，

pXψn, Xψnq �
» �8

�8

x2�ψnpxqψnpxqdx � » n�1
n

x2dx ¡ n2

因为 n 可为任意大的自然数，所以不存在 M ¡ 0 使a
pXψn, Xψnqq ¤M

a
pψn, ψnq, @ψnpxq

可见 X 无界。

可以证明，有界算符的定义域总可延拓至整个 H ，因此讨论有界算符时可只关心 H

上的算符。然而对无界算符不能如此简化，所以涉及无界算符时要格外注意定义域问题。

设 A 是 H 中的无界算符，定义域 DA � H 。我们遇到的第一个问题是如何定义其伴

随算符 A:。回忆上节对 H 上的算符 A 的对偶算符 A� 和伴随算符 A: 的定义。先用下式

定义 A�：

pA�ηqpfq� ηpAfq, @f P H

7关于 DP 的进一步限制可见后文。



104 第六章 量子力学数学基础简介

再用 A� 定义 A:。可以证明这样定义的 A�（和 A:）是H � 上（和H 上）的有界算符。然

而，A� 的上述定义对 H 中的算符 A 不适用。由于 DA � H ，Af 对于不在 DA 中的 f 无

意义，因此上式中的 “@f P H ” 应改为 “@f P DA”。然而这样改后的式子就不成其为 A� 的

定义，因为要定义H � 的元素 A�η必须定义它对H 的每一元素的作用。可见当 DA � H

时 A: 需要另给定义。注意到其等价定义，可考虑用下法直接定义 A:。对给定的 f P H ，若

存在唯一的 hf P H 使

pf,Agq � phf, gq, @g P DA
就把 A:f 定义为 hf，即

A:f� hf

A: 的定义域自然为

DA: � tf P H | D唯一hf P H 使pf,Agq � phf, gq @g P DAu

用此法定义 A: 的可能性取决于满足式 pf,Agq � phf, gq, @g P DA 的 hf 的唯一性，其充

要条件将由下述定理给出。为讲此定理先介绍两个术语：拓扑空间 X 的子集 U � X 称为

稠密子集，若 Ū � X（Ū 代表 U 的闭包）；Hilbert 空间 H 中的算符 A 称为稠定的，若�DA � H 。

定理 6.8. 设 A 是 H 中的线性算符，f P H ，则满足

pf,Agq � ph, gq, @g P DA

的 h P H 是唯一的当且仅当 A 是稠定的。

由此可知，当且仅当 H 中的算符 A 为稠定时，其伴随算符 A: 可由前式定义，其定义

域亦如前所述。我们有

pf,Agq � pA:f, gq, @g P DA, f P DA:

不难证明这样定义的 A: 是线性的，而且若 A 是 H 上的有界算符，则这样定义的 A: 与上

节定义的 A: 相同（这时 A: 也是 H 上的有界算符）。考虑到上述定理，今后凡谈到算符

A 的伴随算符 A: 时都默认 A 是稠定的。可以证明位置和动量算符都是稠定算符。应该指

出，DA 稠密并不保证 DA: 稠密。在最坏的情况下，DA: 可以 “小” 到只含零元的程度，即
DA: � t0u。幸好这种情况很少出现。定义域不稠密的无界算符在量子力学中没有什么用处。
算符的厄米性对量子力学的重要性是众所周知的。上节已对 H 上的算符 A 的厄米性

下了如下定义：

pf,Agq � pAf, gq, @f, g P H

H 中的算符 A : DA Ñ H 的厄米性仍可用上式定义，只须把式中的 @f, g P H 改为

@f, g P DA。然而，泛函分析有个 Hellinger–Toeplitz 定理，它断言 Hilbert 空间 H 上满足
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上式的算符 A 必然有界。这就导致如下严酷的结论：无界的厄米算符的定义域不可能是全

H 。因此涉及无界厄米算符时必须格外注意定义域问题。下面将看到，无界算符的厄米性

和自伴性的关键区别就在于定义域。

设 A,B 是 H 上的算符，则其和、积及相等的定义十分简单：

和 pA� Bqf� Af� Bf, @f P H ，

积 pABqf� ApBfq, @f P H ,

相等 A � Bô Af � Bf, @f P H 。

然而对 H 中的算符就要麻烦一些。例如，A� B 的定义域只能是 DA XDB，而 AB 的定

义域则还涉及 B 的值域，因为只当 Bf P DA 时 ABf 才有意义。A 与 B 的相等性和相互包

含性则由如下定义规定：

定义 6.17. 设 A,B 是 H 中的线性算符，其定义域分别为 DA 和 DB，则

（a） A � B 若 DA � DB 而且 Af � Bf, @f P DA � DB；

（b） A � B 若 DA � DB 而且 Af � Bf, @f P DA（把 B 称为 A 的延拓或扩张）。

定义 6.18. H 中的任意（有界或无界）稠定线性算符 A 称为厄米的，若

pf,Agq � pAf, gq, @f, g P DA
定理 6.9. H 中的稠定算符 A 为厄米算符的充要条件是 A � A:。8

证明.（A） 设 A 为厄米，则 @f P DA，有 pf,Agq � phf, gq @g P DA。对比 DA: 的

定义发现 f P DA:（其中的 hf 的唯一性由 A 的稠定性保证，hf 就是 Af）。所以，

f P DA ñ f P DA:，因而 A � A:。

（B） 设 A � A:，则 DA � DA: 且 @f P DA 有 A:f � Af，故

pf,Agq � pAf, gq, @f, g P DA
可见 A 是厄米的。

注 6.9. 讨论表明（此处只介绍结论），若厄米算符 A 有界，可把 A 唯一地延拓为 H 上的

有界算符，仍记作 A（唯一性由 DA 的稠密性保证）。同样，A: 也可被唯一地延拓为 H 上

的有界算符，而且 pf,Agq � pAf, gq � pA:f, gq @f, g P H 。可见上述命题中的 A � A: 对

有界厄米算符 A 可表为 A � A:。然而确实存在 DA � DA:（因而 A � A:）的无界厄米算

符 A，对这种算符一般只能写 A � A:。这说明对无界算符 A 来说，A � A: 是比 A � A:

更高的要求。满足 A � A: 的算符非常重要，值得赋予专名：
8A 为厄米不保证 A: 为厄米。事实上，对厄米算符 A 有 A �A:: �A:（却未必有 A: �A::）。
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定义 6.19. H 中的任意（有界或无界）稠定算符 A 称为自伴的，若 A � A:。

由此可知，无界算符的自伴性强于厄米性。偏偏量子力学中多数算符是无界算符，因此

区分厄米性和自伴性就成为重要问题。厄米性和自伴性的关键差别在于定义域，所以对量子

力学的算符应该特别注意定义域及其有关问题（例如定义域的延拓或压缩以及算符的性质

在定义域延拓或压缩时的可能改变）。讨论量子力学问题时出现的若干混淆正是不注意算符

的定义域问题所致。

定理 6.10. L2pRq 中的位置算符 X : DX Ñ L2pRq 是自伴算符。

证明. 前已述及 X 是稠定的，由下式易见 X 是厄米的：

pf, Xgq �
» �8

�8

�fpxqxgpxqdx � » �8

�8

�xfpxqgpxqdx � pXf, gq

因此有 X � X:，余下只须证明 X: � X。设 f P DX:，则根据伴随算符的定义有 pf, Xgq �
pX:f, gq @g P DX，即 » �8

�8

�fpxqxgpxqdx � » �8

�8

�pX:fqpxqgpxqdx
故 » �8

�8

r�fpxqx� �pX:fqpxqsgpxqdx � 0, @g P DX, f P DX:
因为在有界区间 pa, bq 外为零的任一函数都属于 DX，可取

gpxq �
$&
%xfpxq � pX:fqpxq, x P pa, bq
0, x R pa, bq

从而得
³a
b
|xfpxq � pX:fqpxq|2dx � 0，故在 pa, bq 上9有

xfpxq � pX:fqpxq

因 pa, bq 任意，故 @x P R 有 xfpxq � pX:fqpxq。而 f P DX: 保证 X:f P L2pRq，所以上式
可改写为 pXfqpxq � pX:fqpxq。可见 f P DX: 导致 f P DX。加之 Xf � X:f @f P DX:，便有
X: � X。

定理 6.11. L2pRq 中的动量算符 P : DP Ñ L2pRq 是自伴算符。

注 6.10. P 的定义式中的 �i 对保证厄米性10有关键作用。

9更准确的提法是 “在 pa,bq 上几乎处处”，即测度为零的集可以例外。
10证明厄米性需要分部积分。为此对 P 的定义域 DP 要作进一步限制：DP 只含 L

2pRq 中这样的函数，它们在每一有界区
间 ra,bs 上绝对连续且导数属于 L2pRq。可证 DP 是稠密的。
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知道 X 和 P 是自伴算符后，自然希望哈氏算符 H 也是自伴算符。虽然动能和势能算符

的自伴性的证明相对简单，作为它们之和的哈氏算符的自伴性的证明却要困难得多（这也许

有点出人意料）。幸好，泛函分析中存在各种定理（如 Kato 定理），在许多场合下可用以证
明哈氏算符的自伴性。在一般性讨论中则假定哈氏算符是自伴算符。

无论从历史发展还是当今教学的角度看，如果一味追求数学严格性，量子力学也许寸步

难行。物理学家通常采用的实际可行的做法是默认有限维的结论也适用于无限维（把有限项

之和改为无限项之和或积分），借助于这种默认并配以 Dirac 巧妙发明的 δ 函数，往往可以

简单快捷地得出正确结果。不妨称这种做法为物理做法。然而学生在学习过程中可能出现某

些困扰，甚至达到百思不解的程度。例如，教科书上都说动量算符 P 和位置算符 X的本征矢

（本征函数）构成 Hilbert空间的正交归一基底，P 的本征矢是平面波 exppi h�1p⃗ � r⃗q，X的本
征矢是 δ3p⃗r� r⃗0q。然而前者因为非平方可积而不属于 Hilbert 空间（指 L2pR3q），后者则根
本不是通常意义下的函数，更谈不上属于 L2pR3q。连空间的元素都不是，怎么竟成为该空间
的基矢？这正如把不是委员的人说成是常委那样不可思议。由此还会引申出许多难以回答的

问题，例如：谐振子的波函数 |ψy既可用能量本征矢表为分立的取和式 |ψy � °8
n�1ψn |ny，

也可用位置（或动量）本征矢表为连续的取和式 |ψy � ³�8
�8

|xy xx|ψydx，这个 Hilbert 空间
的维数如何考虑？（虽然都是 8，但可数的 8 与不可数的 8 并不相同。）其实，泛函分析对
所有这些问题都能给出数学上严密的回答（因而可充当 “后台”）。下面略做一点粗浅介绍。
众所周知，有限维 Hilbert 空间 H 的厄米（因而自伴）算符 A 存在有限个实本征值，

全部线性独立的本征矢组成 H 的一组正交归一基底，任一矢量 f P H 可用此基底展开，

任一算符可用此基底表为 N�N 矩阵（N � dim H ）。特别是，A 自己在此基底下的矩阵

是对角矩阵，且对角元为实本征值。可惜这些既简单又实用的结论对无限维 Hilbert 空间并
不成立。幸好无限维 Hilbert 空间中的自伴算符（不论有界无界）具有一系列好的性质，足
以保证默认有限维的结论适用于无限维的许多物理做法给出正确结果。例如，自伴算符的确

可以实现 “对角化”，不过不是表现为有限维空间中那样简单的形式，因此最好称为广义对
角化。在介绍广义对角化之前，有必要说明无限维 Hilbert 空间在涉及自伴算符的问题上与
有限维 Hilbert 空间的诸多区别。首先，无限维 Hilbert 空间中无界的厄米算符未必是自伴
算符，而非自伴的厄米算符未必能实现广义对角化。其次，即使是自伴算符，也未必存在本

征值和本征矢，更不用说本征矢构成基底。以最常用的 L2pR3q 中的位置、动量和哈氏算符
为例。位置算符 X 和动量算符 P 虽然都是自伴算符，却根本没有本征值和本征矢（本征函

数），因为根本不存在 λ P C 和 ψ P L2pR3q 满足本征方程 Xψ � λψ 和 Pψ � λψ （如前所
述，exppi h�1p⃗ � r⃗q 和 δ3p⃗r� r⃗0q 都不属于 L2pR3q）。哈氏算符 H 的情况则有所不同：某些

系统（如谐振子）的 H 有完备的本征矢（分立的能量本征态），而某些系统（如自由质点）

则没有：其 H 的本征方程的解是平面波，因而不是 L2pR3q 的元素（矢量），更谈不上是本
征矢。11 第三，即使自伴算符存在本征值和本征矢，其本征矢也未必足以构成基底，只用本

11并非不能用平面波展开波函数，事实上，对任意波包作平面波展开不但允许（无非是把函数写成傅里叶积分）而且很重要，

只是不应称之为用基底展开。根据泛函分析，Hilbert 空间必有基底，因而任一元素可用基底展开，但展开式一定是可数项之
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征值也未必足以解决算符的广义对角化问题。解决问题的根本途径是依靠本征值概念的推

广—谱—及其有关定理。然而谱定理不适用于非自伴的厄米算符，这就是严格规定可观察量
必须是自伴算符（而不只是厄米算符）的理由之一。（然而通常的物理讲法却把可观察量定

义为有完备本征矢的厄米算符。现在可看出这种讲法的不严格性。）顺便一提，作为自伴算

符重要性的另一例子，我们指出只有自伴算符 A 才可用指数方式生成一个决定量子系统动

力学的单参酉群 Uptq � eitA，它在量子力学中的重要作用是人所共知的。谱理论是泛函分

析中的一个精彩而重要的部分，已超出本章范围。

和（ψ �
°8

n�1
cnen）而绝决不是积分。（就连不可分的 Hilbert 空间（它只有不可数基底）也如此，更何况动量算符涉及的

Hilbert 空间 L2pR3q 是可分空间。）
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7.1 群论初步

定义 7.1. 集合 G 配以满足以下条件的映射 G�GÑ G（叫群乘法）称为群：

（a） pg1g2qg3 � g1pg2g3q @g1, g2, g3 P G

（b） 存在恒等元 e P G，使 eg � ge � g, @g P G

（c） @g P G, 存在逆元 g�1 P G, 使 g�1g � gg�1 � e

注 7.1. 恒等元是唯一的1，任一群元的逆元也是唯一的2。

定义 7.2. 乘法满足交换律的群（即 gh � hg @g, h P G）称为阿贝尔群。只含有限个元素
的群叫有限群，否则叫无限群。群 G 的子集 H 称为 G 的子群，若 H 用 G 的乘法为乘法

也构成群。

定义 7.3. 设 G 和 G 1 是群。映射 µ : GÑ G 1 叫同态，若

µpg1g2q � µpg1qµpg2q,@g1, g2 P G

定理 7.1. 同态映射 µ : GÑ G 1 有以下性质：

（a） 若 e, e 1 各为 G,G 1 的恒等元，则 µpeq � e 13

（b） µpg�1q � µpgq�1,@g P G4

（c） µrGs 是 G 1 的子群5，当 G 是阿贝尔群时 µrGs 是 G 1 的阿贝尔子群6。

1考虑有两个恒等元 e1, e2，有 e1e2 � e1 � e2
2考虑任一群元 g 有两个逆元 g�1

1 , g�1
2 ，有 g

�1
1 � pg�1

2 gqg�1
1 � g�1

2 pgg�1
1 q � g�1

2

3µpgq � µpgeq � µpgqµpeq, @µpgq P G1，考虑到恒等元的唯一性，则必有 µpeq � e1。
4µpg�1q � µpg�1qe1 � µpg�1qµpgqµpgq�1 � µpeqµpgq�1 � µpgq�1

5显然 µrGs 是 G1 的子集（否则 µ 就不构成 GÑ G1 的映射）。按 µ 的定义，容易验证 µrGs 上的乘法是结合的，单位

元是 µpeq，µpgq 逆元为 µpg�1q
6若 G 上的乘法可交换，则 µ 的定义保证 µrGs 上的乘法也可交换。注意这并不说明 G1 上的乘法可交换。

109
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定义 7.4. 一一到上的同态映射称为同构。当有可能与矢量空间之间的同构混淆时又明确地
把群之间的同构称为群同构。同构 µ : GÑ G 称为群 G 上的自同构。

例 7.1. @g P G，可构造一个称为伴随同构的自同构映射，又称内自同构，记作 Ig : GÑ G，

定义7为

Igphq� ghg�1,@h P G

注 7.2. 今后常把两个同构的群视作一样，并用等号表示。

定义 7.5. 群 G 和 G 1（看作两个集合）的卡氏积 G�G 1 按下列乘法

pg1, g 11qpg2, g 12q� pg1g2, g 11g 12q, @g1, g2 P G, g 11, g 12 P G 1

构成的群称为 G 和 G 1 的直积群。

例 7.2. 以加法为群乘法，则 R 是群。R2 � R � R 配以由上式定义的乘法就构成直积群，
而且此乘法正好是 R2 上（自然定义）的加法。

定义 7.6. 设 H 是群 G 的子群，g P G，则 gH � tgh | h P Hu 称为 H 的含 g 的左陪集。

类似地可定义右陪集。

注 7.3. 若子群 H 的两个左陪集有交，则两者必相等8。

定义 7.7. 群 G 的子群 H 称为正规子群或不变子群，若

ghg�1 P H, @g P G,h P H

定义 7.8. 设 G是群，则 ApGq � tµ : GÑ G | µ为自同构映射u以映射的复合为群乘法构成
群，称为群 G 的自同构群。“以映射的复合为乘法” 是指 @µ, ν P ApGq，群乘积 µν P ApGq
定义为 pµνqpgq � µpνpgqq @g P G。

定理 7.2. 以 AIpGq 代表 G 上全体内自同构映射的集合，即

AIpGq � tIg : GÑ G | g P Gu � ApGq

则 AIpGq 是群 ApGq 的一个正规子群。

证明. AIpGq 显然是 ApGq 的子集，并且容易证明，以映射复合为群乘法，AIpGq 也构成群，
所以 AIpGq 是 ApGq 的子群。其恒等元为 Ie，其相应于 Ig 的逆元为 Ig�1。为了验证它还是

正规子群，考虑 pµIgµ�1qphq � µpgpµ�1phqqg�1q � µpgqµpµ�1phqqµpg�1q � Iµpgqphq,@µ P
ApGq, Ig P AIpGq, h P G。所以有 µIgµ

�1 � Iµpgq P AIpGq,@µ P ApGq, Ig P AIpGq。
7当然应该验证这一定义符合同构映射的要求。首先 Igph1h2q � Igph1qIgph2q 说明这是同态映射。其次，Igph1q �

Igph2q ñ h1 � h2,@h1,h2 P G 说明该映射是一一的。最后，Igpg�1hgq � h,@h P G 说明该映射是到上的。
8设 p � g1h1 � g2h2 是 g1HXg2H中的一个元素。@x � g1hx P g1H，有 x � g1h1h

�1
1 hx � g2h2h

�1
1 hx P g2H，

反之亦然。
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定义 7.9. 设 H 和 K 是群，且存在同态映射 µ : KÑ ApHq。@k P K，把 µpkq P ApHq 简记
作 µk，则 G � H� K 配以下式定义的群乘法

ph, kqph 1, k 1q� phµkph 1q, kk 1q, @h, h 1 P H, k, k 1 P K

所构成的群称为 H 和 K 的半直积群9，记作 G � HbS K。

7.2 李群

定义 7.10. 若 G 既是 n 维（实）流形又是群，其群乘映射 G�GÑ G（请注意 G�G 也
是流形）和求逆元映射 GÑ G 都是 C8 的，则 G 叫 n 维（实）李群10。

例 7.3. 以加法为群乘法，则 R 是 1 维李群。

例 7.4. R 和 R 的直积群 R2 是 2 维李群。推而广之，Rn 是 n 维李群。

例 7.5. 设 ϕ : R�MÑM 是流形 M 上的任一单参微分同胚群，则 tϕt | t P Ru 是 1 维

李群11，同构于 R。

例 7.6. 易证广义黎曼空间 pM,gabq 上的两个等度规映射的复合也是等度规映射，因此
pM,gabq 上全体等度规映射的集合以复合映射为乘法构成群，称为 pM,gabq 的等度规群。
还可验证等度规群是李群。闵氏时空的等度规群是 10 维李群，施瓦西时空的等度规群是

4 维李群。一般地，n 维广义黎曼空间 pM,gabq 的等度规群的维数 m ¤ npn � 1q{2。但
pM,gabq 上全体微分同胚的集合则 “大” 到不能构成有限群。事实上，它是一个无限维群。

注 7.4. 本章只限于讨论有限维李群，虽然许多结论对无限维李群也适用。

以下如无特别声明，G 一律代表李群。李群的双重身份（即是群又是流形）使得用几何

语言研究李群成为可能。群乘映射和求逆元映射的光滑性则使李群具有一系列好性质。

定义 7.11. 李群 G 和 G 1 之间的 C8 同态映射 µ : GÑ G 1 称为李群同态。李群同态 µ 称

为李群同构，若 µ 为微分同胚。

9真是一个巧妙的定义。

结合律：rph,kqph1, k1qsph2, k2q � phµkph1q, kk1qph2, k2q � phµkph1qµkk1 ph
2q, kk1k2q

而 ph,kqrph1, k1qph2, k2qs � ph,kqph1µk1 ph
2q, k1k2q � phµkph1µk1 ph

2qq, kk1k2q �

phµkph1qµkµk1 ph
2q, kk1k2q � phµkph1qµkk1 ph

2q, kk1k2q 最后两个等号是因为 ApHq 中的元素皆为同态映射，

而且 µ 本身也是同态映射（因此 µpabq � µpaqµpbq）。

单位元：注意到同态映射保单位元，而 ApHq 中的单位元就是恒等映射，故 peh, ekqph,kq � pehµek
phq, ekkq �

pehh,ekkq 而 ph,kqpeh, ekq � phµkpehq, kekq � pheh, kekq

逆元：pµ
k�1 ph�1q, k�1qph,kq � pµ

k�1 ph�1qµ
k�1 phq, k�1kq � peh, ekq 而 ph,kqpµ

k�1 ph�1q, k�1q �

phµkpµk�1 ph�1qq, kk�1q � peh, ekq
10约定把有离散拓扑的可数群称为零维李群。因为有限群的默认拓扑是离散拓扑，所以有限群都可看作零维李群。
11ϕpt,pq � p @p PM,t P R 的情况可视为例外。这是与M 上的 0 矢量场对应的那个特殊的单参微分同胚群，是只含恒

等元的独点群，可看作零维李群。
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定义 7.12. 李群 G 的子集 H 称为 G 的李子群，若 H 既是 G 的子流形又是 G 的子群。

定义 7.13. @g P G，映射 Lg : h ÞÑ gh @h P G 叫做由 g 生成的左平移。

注 7.5. 1⃝ 由李群定义中关于群乘映射和求逆元映射的 C8 性可知左平移 Lg : GÑ G 是微

分同胚映射。 2⃝ 易见 Lgh � Lg � Lh。

以下的讨论经常涉及 G 的一点的矢量和 G 的一个子集上的矢量场，并要对两者作明确

区分。我们将用 A,B, � � � 代表一点的矢量，用 Ā, B̄, � � � 代表矢量场，用 Āg 代表矢量场 Ā

在点 g P G 的值。为简化表达式，本章中所有矢量（除少数情况外）都不加抽象指标。

定义 7.14. G 上的矢量场 Ā 叫左不变的，若

Lg�Ā � Ā, @g P G

其中 Lg� 是由左平移映射 Lg : GÑ G 诱导的推前映射。

注 7.6. 1⃝ 左不变矢量场必为 C8 矢量场； 2⃝ 不难看出左不变矢量场的定义式等价于

pLg�Āqgh � Āgh

推前映射一般只能把一点的张量映射为张量，但当 ϕ : MÑ N 是微分同胚时，ϕ� 可把 M

上张量场 v 映为 N 上张量场 ϕ�v，定义为 pϕ�vq|ϕppq � ϕ�pv|pq @p P M。用于现在的情
况，就是 pLg�Āqgh � Lg�pĀhq。于是上式又等价于

Āgh � Lg�pĀhq

上式可作为左不变矢量场 Ā 的等价定义。

不难看出左不变矢量场之和以及左不变矢量场乘以常数仍为左不变矢量场，故 L �
tĀ | Ā是 G 上的左不变矢量场u 是矢量空间。

定理 7.3. G 上全体左不变矢量场的集合 L 与 G 的恒等元 e 的切空间 Ve（作为两个矢量

空间）同构。

证明. @A P Ve，用下式定义 G 上的矢量场 Ā:

Āg � Lg�A, @g P G

由此得 Āe � A。把上式的 g 改为 gh 得

Āgh � Lgh�A � pLg � Lhq�A � pLg� � Lh�qA � Lg�pLh�Aq � Lg�Āh
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因此12Ā 是左不变矢量场。可见上式定义了一个映射 η : Ve Ñ L（把 A 映为 Ā）。Lg� 的

线性性保证 η 的线性性，由 Āe � A 易见13η 是一一映射。于是欲证 η 为同构只须证 η 为

到上映射。@Ā P L，有 Āe P Ve。注意到 ηpĀeq|g � Lg�Āe � Āge � Āg, @g P G。这说明
ηpĀeq � Ā @Ā P L。即 η 为到上映射14。

7.3 李代数

在矢量空间 V 上定义某种称为 “乘法” 的映射就得到一个代数。一种重要的乘法叫李
括号，记作 r, s : V � V Ñ V，它是满足以下两条件的双线性映射：

（a） rA,Bs � �rB,As, @A,B P V

（b） rA, rB,Css � rC, rA,Bss � rB, rA,Css � 0, @A,B,C P V

第二个条件称为雅克比恒等式。

定义 7.15. 定义了李括号的矢量空间称为李代数。任意两个元素的李括号都为零的李代数
称为阿贝尔李代数。

本章只讨论有限维实矢量空间上的李代数（实李代数），虽然许多结论对无限维（实或

复）李代数也适用。

例 7.7. 把 R3 看作 3 维矢量空间，用下式定义李括号

r⃗v, u⃗s� v⃗� u⃗,@v⃗, u⃗ P R3

则 R3 成为李代数。

例 7.8. M � tm�m矩阵u 显然为 m2 维矢量空间。用矩阵对易子定义李括号，即

rA,Bs� AB� BA,@A,B P M ,（其中 AB 是 A,B 的矩阵积）

则 M 是李代数。

定理 7.4. G 上全体左不变矢量场的集合 L 是李代数。

证明. 以矢量场对易子为李括号。因为 @Ā, B̄ P L 有

Lg�rĀ, B̄s � rLg�Ā, Lg�B̄s � rĀ, B̄s
12关于复合映射的推前等于推前映射的复合，证明如下：pLg � Lhq�Apfq�AppLg � Lhq�fq @f P F，而 pLg � Lhq�f|p �

f|pLg�Lhqppq
� f|LgpLhppqq

� L�gf|Lhppq
� L�hpL

�
gfq|p � pL�h � L�gqf|p @p。因此 pLg � Lhq�Apfq � AppL�h �

L�gqfq @f P F。另一方面，rpLg� � Lh�qAspfq � rLg�pLh�Aqspfq � pLh�AqpL�gfq �ApL
�
hL

�
gfq �AppL

�
h
� L�gqfq @f P

F
13假设有 A � B，则 ηpAq � Ā,ηpBq � B̄，因其在 e 点不等（Āe �A � B � B̄e），故 Ā � B̄。
14就是说，任给一个 Ā P L，都可以找到其原像 Āe P Ve。
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所以 rĀ, B̄s P L @Ā, B̄ P L，可见对易子的确是从 L �L 到 L 的映射。对易子当然是双

线性的和反称的。而且可以验证对易子也满足雅克比恒等式。

定义 7.16. 设 V 和 W 是李代数。线性映射 β : V Ñ W 称为李代数同态，若它保李括号，

即 βprA,Bsq � rβpAq, βpBqs @A,B P V。李代数同态 β : V Ñ W 称为李代数同构，若 β

是一一到上映射。

注 7.7. 今后常把两个同构的李代数视作相同，并用等号表示。

对李群 G 的恒等元 e 的切空间 Ve 用下式定义李括号：

rA,Bs� rĀ, B̄se, @A,B P Ve

（其中 Ā, B̄ 分别是 A,B 对应的左不变矢量场。）则 Ve 成为李代数
15，称为李群 G 的李代

数，记作 G。易证 G 与 L 有李代数同构关系，η 可充当同构映射。反之，给定一个李代数，

是否也可找到一个李群，它的李代数是所给的李代数？答案是：这样的李群一定存在，并且

唯一到只差整体拓扑结构的程度。（例如，以流形 S1 上的角坐标之和作为群乘法，则 S1 是

1 维李群，它与 1 维李群 R 不同—有不同的整体拓扑—但却有相同的李代数。第 6 节末还

将给出有相同李代数的不同李群的另外两个重要例子。）准确地说，给定一个李代数，总可

找到唯一的单连通李群（其流形为单连通流形16的李群），它以所给李代数为李代数。这是

李群理论中的一个重要定理。李群和李代数的这一密切联系使李群的讨论大为简化，因为李

代数比李群简单得多。

定理 7.5. 设 G 和 Ĝ 分别是李群 G 和 Ĝ 的李代数，ρ : G Ñ Ĝ 是同态映射，则 ρ 在点

e P G 诱导的推前映射 ρ� : G Ñ Ĝ 是李代数同态。

定义 7.17. 李代数 G 的子空间 H 称为 G 的李子代数，若

rA,Bs P H , @A,B P H

其中 rA,Bs 是把 A,B 看作 G 的元素时的李括号，现在也称为子代数 H 的李括号。

定理 7.6. 设 H 是李群 G 的李子群，则 H 的李代数 H 是 G 的李子代数。

定义 7.18. 李代数 G 的子代数 H 称为 G 的理想，若

rA,µs P H , @A P G , µ P H

注 7.8. 理想在李代数理论中的角色相当于正规子群在群论中的角色。

定理 7.7. 设 H � G 是理想，G {H 代表以等价类为元素的集合（A,B P G 叫等价的，若

A� B P H ）, 则 G {H 是李代数，称为商李代数。

15这巧妙地利用了 Ve 线性同构于 L 这一事实。
16任一闭曲线可通过连续变形缩为一点的连通流形称为单连通流形。
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定义 7.19. 李代数 G 称为单李代数，若它不是阿贝尔代数而且除 G 及 t0u 外不含理想。G

称为半单李代数，若它不含非零的阿贝尔理想。相应地，李群 G 称为单李群，若它不是阿

贝尔群而且除 G 外不含正规子群。G 称为半单李群，若它不含阿贝尔正规子群。

7.4 单参子群和指数映射

定义 7.20. C8 曲线 γ : RÑ G 叫李群 G 的单参子群，若

γps� tq � γpsqγptq, @s, t P R

其中 γpsqγptq 代表群元 γpsq 和 γptq 的群乘积。
注 7.9. 上式表明单参子群 γ : RÑ G 是从李群 R 到 G 的李群同态映射。

注 7.10. 按上述定义，单参子群是满足上式的一条 C8 曲线，但不妨把映射的像集 tγptq |
t P Ru � G 看作单参子群。上式保证：1⃝ 子集的任意两个元素按 G 的乘法的积仍在子集内；

2⃝子集含 G的恒等元 e（由上式得 γptq � γp0qγptq，以 γptq的逆元右乘得 e � γp0q）3⃝子
集的任一元素 γptq（作为 G的元素）的逆元（就是 γp�tq）在子集内。所以子集 tγptq | t P Ru
构成子群17（而且是阿贝尔子群）。

本节的一个重点是证明如下结论：“单参子群是左不变矢量场过 e 的不可延积分曲线，

反之亦然。” 单参子群按定义是从 R 到 G 的映射，定义域为全 R。因此，要接受上述结论，
至少要证明左不变矢量场过 e的积分曲线的参数可取遍全 R。下面的定理对此给出保证（而
且更强）。

定理 7.8. 任一左不变矢量场 Ā 都是完备矢量场，就是说，它的每一不可延积分曲线的参数

都可取遍全 R。

证明. 本书惯用 B{Bt 代表曲线 γptq 的切矢，由于本章涉及多条曲线的切矢，为避免混淆，
我们改用 d

dtγptq 代表 γptq 的切矢。设 µptq 是 Ā 的、满足 µp0q � e 的积分曲线，不失

一般性，设其定义域为开区间 p�ε, εq，即 µ : p�ε, εq Ñ G。在线上取点 h � µpε{2q，令
νptq � hµpt� ε{2q，则有曲线映射 ν : p�ε{2, 3ε{2q Ñ G，且其切矢

d
dt

����
t

νptq � d
dt

����
t

Lhµpt� ε{2q � Lh� d
dt

����
t

µpt� ε{2q

其中第二步用到 “曲线像的切矢等于曲线切矢的像”。令 t 1ptq � t� ε{2，则
d
dt

����
t

µpt� ε{2q � d
dt

����
t

µptptqq �
�

d
dt 1

����
tpt1q

µpt 1q
�

dt 1

dt
� d

dt 1

����
t1ptq

µpt 1q � Āµpt�ε{2q

17在 γ : R Ñ G 是多对一映射的情况下（例如后面的独点线及第 5 节的 SOp2q 群），Dt1, t2 P R 使 γpt1q � γpt2q P

tγptq | t P Ru。子群首先是子集，所以 γpt1q 和 γpt2q 理应看作子群 tγptq | t P Ru 的同一群元。但若称 tγptq | t P Ru 为
单参子群，则不同参数值 t1 和 t2 又应给出不同群元，就是说，一旦在 “子群” 前冠以 “单参” 就应有 γpt1q � γpt2q。可见
“单参子群” 一词有不妥之处，至少不应把子群 tγptq | t P Ru 称为单参子群。
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最后一步是因为 µptq 是 Ā 的积分曲线。代入上式便得

d
dt

����
t

νptq � Lh�Āµpt�ε{2q � Āhµpt�ε{2q � Āνptq

这就表明，ν 也是 Ā 的积分曲线，而 νpε{2q � hµp0q � h � µpε{2q 则说明 ν 与 µ 有交，

因此由积分曲线的（局域）唯一性可知在两积分曲线 ν 和 µ 的定义域的交集 p�ε{2, ϵq 上
有 ν � µ。可见 µ 的定义域已被延拓至 p�ε, 3ε{2q。重复以上操作便得 Ā 的一条定义域为

全 R 的积分曲线 γ : RÑ G。作为证明的第二步，@g P G，令

βptq � gγptq

则仿照上述推导有
d
dt

����
t

βptq � Āgγptq � Āβptq

表明 β : RÑ G 是 Ā 过 g 的积分曲线（满足 dβ{dt|t�0 � Āg）。可见 Ā 的任一不可延积分

曲线的参数都可取遍全 R。

定理 7.9. 设 γ : RÑ G 是左不变矢量场 Ā 的、满足 γp0q � e 的积分曲线，则 γ 是 G 的

一个单参子群。

证明. 只须证明 γ满足单参子群的定义。前面已经证明 βptq � gγptq是 Ā的、满足 βp0q � g
的积分曲线。取 γ 线上一点 γpsq 作为 g，便知

βptq � γpsqγptq

是满足 βp0q � γpsq 的积分曲线。另一方面，由 γ1ptq � γps� tq 定义的曲线 γ1 : RÑ G 在

γ1ptq 点的切矢为
d
dt

����
t

γ1ptq � d
dt

����
t

γps� tq �
�

d
dps� tq

����
s�t

γps� tq
�

dps� tq
dt

� Āγps�tq � Āγ1ptq

上式表明 γ1 也是 Ā 的积分曲线，而且也满足 γ1p0q � γpsq。由积分曲线的唯一性可知
γ1ptq � βptq，于是有 γps� tq � γpsqγptq。

定理 7.10. 设单参子群 γ : RÑ G 在恒等元 e 的切矢为 A，则 γptq 是 A 对应的左不变矢

量场 Ā 的积分曲线。

证明. 只须证明对 γ 的任一点 γpsq 有 Āγpsq � d{dt|t�sγptq，而这由下式显见：

Āγpsq � Lγpsq�A � Lγpsq� d
dt

����
t�0

γptq � d
dt

����
t�0

Lγpsqγptq

� d
dt

����
t�0

γpsqγptq � d
dt

����
t�0

γps� tq � d
dt 1

����
t1�s

γpt 1q � d
dt

����
t�s

γptq
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由上述两定理可知左不变矢量场与单参子群之间有一一对应关系。注意到 Ve 与左不变

矢量场的集合 L 一一对应，便知李群 G 的李代数 G（� Ve）的每一元素 A 生成 G 的一

个单参子群 γptq，所以 G 的每一元素称为一个（无限小）生成元。物理文献常又只把 G 的

一个基底的元素称为生成元。

注 7.11. 与 Ve 的零元（A � 0）对应的单参子群18就是只含 e 的子群，即满足 γrRs � e

的独点线 γ : RÑ G。

定义 7.21. 李群 G 上的指数映射 exp : Ve Ñ G 定义为

exppAq� γp1q, @A P G

其中 γ : RÑ G 是与 A 对应的那个单参子群。

定理 7.11.
exppsAq � γpsq, @s P R, A P Ve

其中 γpsq 是由 A 决定的单参子群。

证明. 令 A 1 � sA P Ve。以 Ā, Ā 1 分别代表 A 和 A 1 对应的左不变矢量场。η : Ve Ñ L

是同构映射导致 Ā 1 � sĀ。以 γptq 代表 Ā 对应的单参子群，用 γ 1ptq � γpstq 定义曲线
γ 1 : RÑ G，则

d
dt

����
t

γ 1ptq � d
dt

����
t

γpstq �
�

d
dpstq

����
st

γpstq
�

dpstq
dt

� sĀγpstq � Ā 1
γ1ptq

说明 γ 1ptq 是 Ā 1 的积分曲线。注意到 γ 1p0q � γp0q � e，可知 γ 1ptq 是 Ā 1 对应的单参子

群。于是 exppsAq � exppA 1q � γ 1p1q � γpsq。

注 7.12. 设 γptq 是由 A P Ve 决定的单参子群，则上述定理表明
γptq � expptAq

今后也常用 expptAq 代表由 A 决定的单参子群。

定理 7.12. 设 ϕ : R�GÑ G 是由 A P Ve 对应的左不变矢量场 Ā 产生的单参微分同胚群，

则

ϕtpgq � g expptAq, @g P G, t P R

证明. 设 γptq 是由 A 决定的单参子群，前述定理表明 γptq � expptAq。由本节一开始的定
理之证明又知 βptq � gγptq 是 Ā 过 g 点的积分曲线，且 βp0q � g。由单参微分同胚群的

构造19便知

ϕtpgq � βptq � gγptq � g expptAq

18其对应的左不变矢量场为零矢量场。
19定义 ϕtppq 为这样一个点，它位于过 p 的积分曲线上，其参数值与 p 的参数值之差为 t。

换言之，左不变矢量场 Ā 对应的单参子群就是其给出的单参微分同胚群过 e 点的轨道。
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7.5 常用李群及其李代数

7.5.1 GLpmq 群（一般线性群）

设 V 是 m（  8）维实矢量空间，以 GLpmq 代表由 V 到 V 的全体可逆线性映射的

集合，以映射的复合为乘法，则不难证明 GLpmq 是群，称为 m 阶（实）一般线性群。因为

V 到 V 的线性映射就是 V 上的 p1, 1q 型张量，所以 GLpmq 的任一群元 T P TVp1, 1q。取
定 V 的任一基底（及其对偶基底）后，T 就有 m2 个分量，自然对应于一个 m�m 实矩阵。
映射 T 的可逆性保证其矩阵（仍记作 T）是可逆矩阵，即 det T � 0。不难看出全体 m�m
可逆矩阵在矩阵乘法下构成群（以单位矩阵 I 为恒等元），而且与 GLpmq 同构，于是

GLpmq � tm�m实矩阵T | det T � 0u

因此也常把 GLpmq 看作实矩阵群（但上式等号代表的同构关系依赖于 V 的基底的选取）。

另一方面，集合 Rm2

的每点因为由 m2 个实数构成而可排成一个 m � m 的实矩阵，故
GLpmq 可看作 Rm2

的子集。对矩阵求行列式的操作可看作连续映射 det : Rm2 Ñ R，满足

GLpmq � det�1p�8, 0q Y det�1p0,8q � Rm2

p�8, 0q和 p0,8q显然是 R的开子集，故映射 det的连续性保证 det�1p�8, 0q和 det�1p0,8q
是 Rm2

的开子集，这又导致 1⃝ GLpmq 是 Rm2

的开子集; 2⃝ det�1p�8, 0q 和 det�1p0,8q
是 GLpmq 的开子集（用诱导拓扑衡量）。而 det�1p�8, 0q 和 det�1p0,8q 又因为互为补集
而都是 GLpmq 的闭子集，可见 GLpmq 含有除自身和 H 外的既开又闭的子集，因而是非连
通流形。还可证明，GLpmq 是有两个连通分支的非连通流形。最简单的例子是

GLp1q � p�8, 0q Y p0,8q

当说到 GLpmq 的群元是从 V 到 V 的可逆线性映射时，我们是在用纯几何语言。当说

到 GLpmq 的群元是 m �m 可逆矩阵时，我们是在用坐标语言—给 V 选定基底（及其对

偶基底）后，从 V 到 V 的任一可逆线性映射 T 就有了 m2 个分量，选作坐标，便得流形

GLpmq 上的一个坐标系。以 glpmq 代表 GLpmq 的李代数，设 A P glpmq，则它是恒等元
I P GLpmq 的矢量，在上述坐标系的基底中自然有 m2 个分量，因而也对应于一个 m�m
的实矩阵。反之，任一 m�m 实矩阵的 m2 个矩阵元配以 I 点的坐标基矢便给出 I 点的一

个矢量。可见，虽然只有可逆实矩阵 m�m 才是 GLpmq 的元素，任意 m�m 实矩阵都是
glpmq 的元素。事实上，全体 m�m 实矩阵构成的矢量空间与 I 点的切空间 VI 有同构关

系，于是有如下定理

定理 7.13. glpmq � tm�m实矩阵u（等号代表两个矢量空间同构，同构关系依赖于 V 的

基底的选取）
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对任一 m�m 矩阵 A 引入符号

ExppAq � I�A� 1

2!
A2 � 1

3!
A3 � � � �

其中 A2 � AA（矩阵相乘），A3 � AAA。可以证明： 1⃝ 上式右边收敛，所以左边有意义，

是一个 m�m 矩阵； 2⃝ 若矩阵 A,B 对易，即 AB � BA，则

ExppA� Bq � pExppAqqpExppBqq

下面的定理表明，对 glpmq 的元素 A（看作矩阵），Exp 就是指数映射的 exp。

定理 7.14. ExppAq � exppAq, @A P glpmq

证明. @s, t P R，由上式得

Exprps� tqAs � ExppsAqExpptAq, @A P glpmq

取 s � 1, t � �1，则上式给出 ExppAqExpp�Aq � Expp0q � I。上式表明矩阵 ExppAq 有
逆（就是 Expp�Aq），故 ExppAq P GLpmq。式中的 A 可为 glpmq 的任一元素，所以

ExpptAq P GLpmq, @A P glpmq, t P R

令 γptq � ExpptAq，则有 γps� tq � γpsqγptq，且根据 Exp 的定义有

d
dt

����
t�0

ExpptAq � A

可见 γptq � ExpptAq 是由 A 唯一决定的单参子群 expptAq，从而 ExpptAq � expptAq

本节的第一个定理表明 glpmq 和 tm�m实矩阵u 作为矢量空间是同构的。自然要问他
们作为李代数是否也同构。答案是肯定的。以 Ve 作为 glpmq，其任意二元素 A,B P Ve 的
李括号定义为 rA,Bs � rĀ, B̄se（见第三节）。另一方面，A,B P Ve 所对应的 m �m 矩阵
（仍记作 A,B）的李括号定义为矩阵对易子 AB�BA。因此，欲证 glpmq和 tm�m实矩阵u
是同构李代数只须证明 rĀ, B̄se � AB� BA。而这正是如下定理的结论。

定理 7.15. 设 G 是 GLpmq 的李子群，则其李代数元 A,B P g � glpmq 的李括号 rA,Bs 对
应于 A,B 所对应的矩阵（仍记作 A,B）的对易子 AB� BA，即

rA,Bs � AB� BA

7.5.2 Opmq 群（正交群）

如前所说，GLpmq 群是 m 维矢量空间 V 上所有可逆 p1, 1q 型张量 T 的集合，除可逆

性外没有其他要求，所以称为一般线性群。对 T 再提出某些适当要求则可得到 GLpmq 群的
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某些子群。Opmq 群就是重要一例，其要求是 T 保度规。以下把 Opmq 群的元素专记作 Z。

设 pV, gabq 是带正定度规的 m 维矢量空间。线性映射 Z : V Ñ V 称为保度规的，若

gabpZacvcqpZbdudq � gcdvcud, @vc, ud P V

取 u � v，则上式给出

gabpZacvcqpZbdvdq � gcdvcvd, @vc P V

可见保度规的 Z 对矢量的作用必保长度。反之，利用 gab � gpabq 可证任何满足上式的 Z

必保度规。所以保长性等价于保度性。保度规性又等价于

ZacZ
b
dgab � gcd

令

Opmq � tZab P TVp1, 1q | ZacZbdgab � gcdu
把 Zab 看作从 V 到 V 的映射，以复合映射为群乘法，则 Opmq 是群，而且是 GLpmq 的李
子群。用 V 的任一正交归一基底可把上式改写为分量形式20：

δσρ � ZµσZνρδµν � pZT qσµδµνZνρ

其中 ZT 代表矩阵 Z 的转置矩阵。把上式写成矩阵等式即为

I � ZT IZ � ZTZ

表明 ZT � Z�1，即 Z 是正交矩阵。可见 Opmq 同构于 m�m 正交矩阵群（由全体 m�m
正交矩阵以矩阵乘法为群乘法构成的群）。因为对任一矩阵 T 有 det TT � det T，由上式得

1 � pdetZT qpdetZq � pdetZq2

故

detZ � �1
上式表明群元的行列式不是 1 就是 �1，这就注定了 Opmq 群的流形是非连通的。

以上抽象定义的 Opmq 可用具体对象来体现。先考虑 Op1q 群。1 维欧氏空间 pR, δabq
可看作带正定度规的 1 维矢量空间，因而可以充当用以定义 Op1q 群的那个 pV, gabq。Op1q
群的每个群元 Z 就是把空间的任一点（即起自原点的任一矢量）v⃗ 变为长度相等的矢量

v⃗ 1 � Zp⃗vq 的线性映射。由于长度相等，只有 v⃗ 1 � v⃗ 和 v⃗ 1 � �v⃗ 两种可能。可见 Op1q 只有
两个群元，其中一个是恒等元，另一个称为反射，记作 r，于是 Op1q � te, ru。再讨论 Op2q
群。2 维欧氏空间 pR2, δabq 可看作带正定度规的 2 维矢量空间。Op2q 的每个群元 Z 就是

20gσρpeσqcpeρqd � Zµ
σZ

ν
ρgµνpeσqcpeρqd 因 peσqcpeρqd 正交归一并注意到我们约定 gab 为正定度规，就有

gσρpeσqcpeρqd � δσρ
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把空间中起自原点的任一矢量 v⃗ 变为长度相等的矢量 v⃗ 1 � Zp⃗vq 的线性映射。首先想到的
自然是令 v⃗ 转某一角度 α 的转动，这种映射记作 Zpαq，可用矩阵表示为

Zpαq �
�

cosα � sinα
sinα cosα

�

这是行列式为 �1 的正交矩阵。上式的特例是 Zp0q � diagp1, 1q，即恒等元 I。然而，不难

验证下面的 Z 1pαq 也保长度：

Z 1pαq �
�

cosα sinα
sinα � cosα

�

这是行列式为 �1 的正交矩阵，其特例是 Z 1p0q � diagp1,�1q，它作用于 v⃗ 的结果 v⃗ 1 与

v⃗ 关于 x 轴对称，故 Z 1p0q 代表以 x 轴为对称轴的反射，记作 ry（只改变 y 分量）, 即
v⃗ 1 � ryp⃗vq。不要误以为 ry 也可看作转动，因为它作用于另一矢量 u⃗ 得 rypu⃗q，其与 u⃗ 的

夹角不同于 ryp⃗vq 与 v⃗ 的夹角。同理，Z 1pπq � diagp�1, 1q 代表以 y 轴为对称轴的反射 rx。

此外，Zpπq � diagp�1,�1q 则代表以原点为对称点的反演，记作 ixy，易证 ixy � rxry。
Z 的 4 个矩阵元由于条件 ZTZ � I 而受到 3 个方程的限制21，只有 1 个独立，所以

Op2q 是 1 维李群。由 ZTZ � I 还可证明 Op2q 的群元被前述两式所穷尽，其中第一式代表
的子集构成 Op2q 的李子群，称为 2 维空间的转动群，记作 SOp2q，字母 S 代表 “特殊”，是
指每个群元 Z P SOp2q 满足 detZ � �1。这也适用于其他常见李群，例如 GLpmq 中满足
det T � �1 的子集也构成子群，称为 SLpmq 群（特殊线性群）。Op2q 群中由前述第二式表
示的子集不含恒等元 e，因此不是子群。两个子集的 α 都可解释为转角（Z 1pαq 中的 α 代

表（对 x 轴）反射后再转的角度），取值范围是 0 ¤ α   2π。所以 Op2q 群的流形可看作两
个互不连通的 S1（圆周）之并，是一个非连通流形，每个圆周是一个连通分支。

推而广之，因为 Opmq 的群元 Z 满足 detZ � �1，其流形总是由两个连通分支组成的
非连通流形，其中含 e 的分支记作 SOpmq，即

SOpmq � tZ P Opmq | detZ � �1u

这是 Opmq 的李子群，称为特殊正交群，最常用的是 3 维空间的转动群 SOp3q，它的每一群
元可看作把 3 维欧氏空间中起自原点的任一矢量 v⃗ 绕过原点的某轴转某角的映射（而且除

恒等元外的每个群元的转轴是唯一的，这一结论称为欧拉定理）。这使我们可用起自原点的

一个箭头代表 SOp3q 的一个群元：箭头所在直线代表转轴，箭头长度（规定从 0 到 π）代

表转角，方向相反的箭头代表沿相反方向的转动。由于沿某方向转 π 角相当于沿反方向转

π 角，同一直线段的两端代表同一群元，应当认同。于是，李群 SOp3q 的流形是 3 维实心

球体，球面上位于每一直径两端的一对点要认同（简称对径认同）。这一流形记作 RP3。（3
维实射影空间 RP3 本有其他定义方式，但可以证明 SOp3q 与 RP3 微分同胚。）

21z211 � z
2
21 � 1, z

2
12 � z

2
22 � 1, z11z12 � z21z22 � 0
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下面讨论李群 Opmq 和 SOpmq 的李代数 opmq 和 sopmq。这两个李代数必定一样，因
为设 A P opmq，则 A决定 Opmq中的一个单参子群 γptq，注意到 1⃝ det I � 1; 2⃝ Opmq中
任一群元的行列式只能为 �1，则由单参子群的连续性可知 γptq上任一点 Z都有 detZ � 1，
可见对任一 t 有 γptq P SOpmq，从而 A，作为 γptq 在 I 点的切矢，必属于 sopmq

定理 7.16. opmq � tm�m实矩阵A | AT � �A（即 A 为反称阵）u

证明.（A） @A P opmq，设 Zptq 是李群 Opmq 中的曲线，且 Zp0q � I,d{dt|t�0Zptq � A，

则 Zptq（对每一 t 值）是一个满足

ZT ptqZptq � I

的矩阵22。对上式求导并在 t � 0 取值得

0 �
�
ZT ptq d

dt
Zptq

�
t�0

�
��

d
dt
ZT ptq



Zptq

�
t�0

� ZT p0qA�
�

d
dt
ZT ptq

�
t�0

Zp0q

Zp0q � I 等价于 ZT p0q � I，A � d{dt|t�0Zptq 等价于23AT � d{dt|t�0ZT ptq，因而上
式给出 0 � A�AT，可见 A 为反称矩阵。

（B） 设 A 为任一 m�m 反称实矩阵，注意到 pA2qT � pAT q2, pA3qT � pAT q3, � � � , 因此
有 pExpAqT � ExppAT q24所以

pExpAqT pExpAq � pExpAT qpExpAq � Expp�AqpExpAq � I

上式表明 ExpA 是正交矩阵，因而 ExpA P Opmq。由此又知25ExpptAq P Opmq（对
每一 t 值）。又根据 Exp 的定义知 d{dt|t�0 ExpptAq � A，可见 A 是李群 Opmq 中
过 I 的曲线 ExpptAq 在 I 点的切矢，所以 A P opmq

利用上述定理可方便地决定李群 Opmq 及 SOpmq 的维数。因为 m�m 反称矩阵的 m

个对角元全为零，其余 m2 �m 个元素中只有半数独立，所以决定一个 m�m 的反称实矩
阵需要 pm2 �mq{2 � mpm� 1q{2 个实数。于是上述定理导致

dimOpmq � dim opmq � 1

2
mpm� 1q

具体说，

dimOp1q � 0（零维李群）,dimOp2q � 1,dimOp3q � 3,dimOp4q � 6, � � � ,
22原因为 Zptq P SOpmq，参考前述分析

23 lim
tÑ0

ZT ptq �ZT p0q

t
� lim

tÑ0

ZT ptq � IT

tT
� lim

tÑ0
p
Zptq � I

t
qT �AT

24直观想来这很显然，但因涉及无限级数，求转置与求极限操作的可交换问题并不简单。以下遇到类似问题时不再指出。
25把前述论证中的 A 替换为 A1 � tA 即可。
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7.5.3 Op1, 3q 群（洛伦兹群）

定义 Opmq 群时曾约定 pV, gabq 中的 gab 为正定度规，现在放宽为任意度规。设 gab

在正交归一基底下的矩阵有 m 1 个对角元为 �1，m2 个对角元为 �1，则 V 上所有保度规

的线性映射的集合在以复合映射为群乘法下构成群，记作 Opm 1,m2q，即

Opm 1,m2q� tΛab P TVp1, 1q | ΛacΛbdgab � gcdu

同 Opmq 类似，Opm 1,m2q 也是 GLpmq（其中 m � m 1 �m2）的李子群，Opmq 可看作
Opm 1,m2q 在 m 1 � 0,m2 � m 时的特例。
抽象定义的 Opm 1,m2q 群也可与 Opmq 类似地用具体对象体现。我们只讨论 m 1 � 1

的情况，并且最关心 Op1, 3q 群（4 维闵氏时空的洛伦兹群），但先从最简单的 Op1, 1q 群讲
起。2 维闵氏时空 pR2, ηabq 可看作用来定义 Op1, 1q 群的那个带洛伦兹度规的 pV, gabq。用
pR2, ηabq 的任一正交归一基可把保度规条件 ΛacΛ

b
dgab � gcd 改写为分量形式：

ησρ � ΛµσΛνρηµν � pΛT qσµηµνΛνρ

写成矩阵等式即为

η � ΛTηΛ,其中η � diagp�1, 1q
上式表明 detΛ � �1，因此，与 Opmq 群类似，Op1, 1q 群也是非连通的。注意到洛伦兹变
换 t 1 � γpt� vxq, x 1 � γpx� vtq 保闵氏线元，自然猜想它是 Op1, 1q 的群元。把变换的参
数 v 改写为 th λ，其中 λ P p�8,8q，则 γ � p1� v2q�1{2 � ch λ，故洛伦兹变换可改写为

t 1 � t ch λ� x sh λ, x 1 � �t sh λ� x ch λ

不难验证这一变换的矩阵

Λpλq �
�

ch λ � sh λ
� sh λ ch λ

�
满足上式，可见 @λ P p�8,8q，Λpλq 是 Op1, 1q 的群元。对上式的 Λ 有 detΛ � �1，然而
前面已说明 detΛ � �1，看来还应有其他连通分支。其实，Op1, 1q 的非连通性除了来自 Λ

所受的限制 detΛ � �1 之外还来自 Λ00 所受到的限制。设 tpeµqau 是 V 的正交归一基底，

用 ΛacΛ
b
dgab � gcd 作用于 pe0qcpe0qd 得26�pΛ00q2 � pΛ10q2 � �1，所以 pΛ00q2 ¥ 1。

detΛ 与 Λ00 的允许值的配合使李群 Op1, 1q 由如下 4 个互不连通的连通分支组成：

(I) 子集 O
Ò
�p1, 1q，其元素 Λpλq �

�
ch λ � sh λ
� sh λ ch λ

�
满足 detΛ � �1,Λ00 ¥ �1；

(II) 子集 O
Ò
�p1, 1q，其元素 Λpλq �

�
ch λ � sh λ
sh λ � ch λ

�
满足 detΛ � �1,Λ00 ¥ �1；

26左边 �Λa
0Λ

b
0gab � �pΛ0

0q2 � pΛ1
0q2，右边 � �1。
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(III) 子集 O
Ó
�p1, 1q，其元素 Λpλq �

�
� ch λ sh λ
� sh λ ch λ

�
满足 detΛ � �1,Λ00 ¤ �1；

(IV) 子集 O
Ó
�p1, 1q，其元素 Λpλq �

�
� ch λ sh λ
sh λ � ch λ

�
满足 detΛ � �1,Λ00 ¤ �1；

pR2, ηabq 可看作带洛伦兹度规的 2 维矢量空间，Λab P Op1, 1q 就是把空间中起自原点
的任一矢量 va 变为 Λabv

b 的保度规线性映射。略去抽象指标，用正交归一基底把 v表为列

矢量 v �
�
v0

v1

�
，我们来看 4 个连通分支中 λ � 0 的元素 Λp0q 对它的作用。对 O

Ò
�p1, 1q 而

言，Λp0q就是恒等元，它把 v映射为 v。对 O
Ò
�p1, 1q，有 Λp0q � diagp1,�1q，作用于 v所得

矩阵为 v 1 �
�
v0

�v1

�
，称为空间反射，记作 rx。对 O

Ó
�p1, 1q，有 Λp0q � diagp�1, 1q，作用于

v 所得矩阵为 v 1 �
�
�v0
v1

�
，称为时间反射，记作 rt。对 O

Ó
�p1, 1q，有 Λp0q � diagp�1,�1q，

作用于 v 所得矩阵为 v 1 �
�
�v0
�v1

�
，称为时空反演，记作 itx。

因为每个连通分支的元素由一个参数 λ 决定，而且 λ P p�8,8q，所以每一连通分支
都可看作流形 R，整个李群 Op1, 1q 是 1 维非连通流形。4 个连通分支中只有 O

Ò
�p1, 1q 是

Op1, 1q 的子群（只有它包含恒等元），因而是李子群。（因为有这样的一般结论：李群的含恒
等元的连通分支是它的李子群。）Op1, 1q与 Op2q有一重要区别：Op2q的流形紧致而 Op1, 1q
非紧致。我们称 Op2q 为紧致李群而 Op1, 1q 为非紧致李群。

在以上基础上就不难介绍 Opm 1,m2q 中对物理最有用的特例，即洛伦兹群 Op1, 3q，简
记为 L，其群元 Λ P L（作为 4� 4 矩阵）的充要条件与前述一样，只是改为 4� 4 矩阵等
式，即

η � ΛTηΛ,其中η � diagp�1, 1, 1, 1q

L 是由 4 个连通分支组成的 6 维非连通流形，这 4 个连通分支是

L
Ò
� � tΛ P L | detΛ � �1,Λ00 ¥ �1u, LÒ� � tΛ P L | detΛ � �1,Λ00 ¥ �1u,
L
Ó
� � tΛ P L | detΛ � �1,Λ00 ¤ �1u, LÓ� � tΛ P L | detΛ � �1,Λ00 ¤ �1u.

每个连通分支含一个最简单的元素，依次记作 I, rs, rt, its，其中

I � diagp1, 1, 1, 1q P LÒ�是 L 的恒等元

rs � diagp1,�1,�1,�1q P LÒ�是 L 的空间反射元

rt � diagp�1, 1, 1, 1q P LÓ�是 L 的时间反射元

its � rtrs � �I P LÓ�是 L 的时空反演元
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上述 4 个连通分支中只有 L
Ò
� 是子群（只有它包含恒等元），而且是李子群，称为固有洛伦

兹群27，是 6 维连通流形，流形结构为 R3 � SOp3q。其他 3 个连通分支都是子群 L
Ò
� 的左

陪集：

L
Ò
� � rsLÒ�, LÓ� � rtLÒ�, LÓ� � itsLÒ�

同 Op3q 群类似，洛伦兹群 Op1, 3q 和它的子群 L
Ò
� 有相同的李代数，记作 op1, 3q。

定理 7.17. op1, 3q � t4� 4实矩阵A | AT � �ηAηu

证明.（A） @A P op1, 3q，考虑 Op1, 3q 中满足以下两条件的曲线 Λptq：

（1） Λp0q � I，
（2） d{dt|t�0Λptq � A

注意到 Λptq P Op1, 3q 则有 ΛT ptqηΛptq � η @t P R。对 t 求导并在 t � 0 取值得

0 �
�

d
dt
ΛT ptq

�
t�0

ηΛp0q �ΛT p0qη
�

d
dt
Λptq

�
t�0

� ATηI� IηA � ATη� ηA

以 η�1 右乘上式，注意到 η�1 � η，得 AT � �ηAη。（η 与 η�1 作为矩阵相等，但写

矩阵元时最好分清上下标，即 η 的矩阵元为 ηµν 而 η�1 的矩阵元为 ηµν。）

（B） 设 A 是满足 AT � �ηAη 的 4 � 4 实矩阵。仿照讨论 Opmq 时的证明，只须证明
ExppAq P Op1, 3q。因为对任意矩阵 M,N 有

N�1pExpMqN � N�1pI�M� 1

2!
M2 � 1

3!
M3 � � � � qN

�I�N�1MN� 1

2!
pN�1MNqpN�1MNq � 1

3!
pN�1MNqpN�1MNqpN�1MNq � � � �

�ExppN�1MNq

取 N � η,M � A 便得 ηpExpAqη � ExppηAηq，因而 ηpExpAq � ExppηAηqη。
于是 pExpAqTηpExpAq � pExpAT qηpExpAq � pExpAT qExppηAηqη � ExppAT �
ηAηqη � η，（其中用到 AT � �ηAη。）可见 ExppAq P Op1, 3q。

要利用计算 Opmq 维数的方法来计算 Op1, 3q 群的维数，可以借用如下事实：@A P
op1, 3q，令 B � ηA，则由 AT � �ηAη 易见 BT � �B，即 B P op4q。这表明存在从 op1, 3q
到 op4q 的映射，而且是（矢量空间之间的）同构映射，因而 dim op1, 3q � dim op4q。这一

27Λ0
0 ¥ �1的洛伦兹变换不改变被作用矢量 va 的时间分量 v0 的正负性，故称保时向的（orthochronous）,反之Λ0

0 ¤ �1

的洛伦兹变换称为反时向的（antichronous）。另一方面，“固有”（proper）一词则常用以形容 detΛ � �1。因此 LÒ� 的全称

应是固有、保时向洛伦兹群，而固有洛伦兹群一词则应留给 L 的非连通子群 L� � tΛ P L | detΛ � �1u。也有文献称 LÒ� 为

限制（restricted）洛伦兹群或正常洛伦兹群。考虑到简单性和习惯性，本书仍仿照多数文献称 LÒ� 为固有洛伦兹群。
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结论只依赖于 η 的对称性和非退化性。对 Opm 1,m2q 群，令 η 代表这样的对角矩阵，其前

m 1 个对角元为 �1，后 m2 个对角元为 �1，便知也有类似结论，即

dimOpm 1,m2q � dimOpm 1 �m2q

Λ P L 满足 η � ΛTηΛ，其中 η � diagp�1, 1, 1, 1q。而

η � ΛTηΛô ηΛ�1 � ΛTηô Λ�1 � η�1ΛTη

再用 η�1 � η 便得 Λ�1 � ηΛTη。借此可方便地求得 Λ P L 的逆矩阵 Λ�1：先写出 Λ 的转

置矩阵 ΛT，再对 ΛT 的各元素依下列法则改变符号：

������
����
����
����
����

������，结果即为 Λ�1。

7.5.4 Upmq 群（酉群）

GLpmq 群是用 m 维实矢量空间 V 定义的。把 V 改为 m 维复矢量空间所得的一般线

性群记作 GLpm,Cq，是 2m2 维（实）李群。与 GLpm,Rq（即 GLpmq）不同，GLpm,Cq 是
连通李群。我们只介绍这个群的一个重要子群—酉群 Upmq。正如 GLpmq 群的子群 Opmq
要求保度规那样，酉群 Upmq 是对 GLpm,Cq 要求保内积的结果。复矢量空间的内积与实矢
量空间的内积类似而又不同，最重要的区别在于，实矢量空间的内积对两个矢量的作用都为

线性，而复矢量空间的内积28只对第二个矢量为线性，对第一个矢量则为反线性。定义了内

积的复矢量空间称为内积空间。设 V 是有限维内积空间，线性映射 A : V Ñ V 称为 V 上的

线性算符，简称算符，它自然诱导出 V 上的另一线性算符 A:，称为 A 的伴随算符，满足

pA:f, gq � pf,Agq, @f, g P V

其中 Ag 代表 A 作用于 g 所得矢量，即 Apgq 的简写。可以证明每一 A 按上式决定唯一的

A:，上式可作为 A: 的定义。

定义 7.22. 内积空间 V 上的算符 U 称为酉算符（或幺正算符），若其作用保内积，即

pUf,Ugq � pf, gq, @f, g P V

定理 7.18. 算符 U 为酉算符的充要条件为

U:U � δ

其中 δ 代表恒等算符，即从 V 到 V 的恒等映射。

28如下条件可作为其定义： 1⃝ pf,g � hq � pf,gq � pf,hq； 2⃝ pf, cgq � cpf,gq； 3⃝ pf,gq � �pg, fq； 4⃝ pf, fq ¥

0,且pf, fq � 0ô f � 0；
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证明. 若 U:U � δ，则根据伴随算符的定义有 pUf,Ugq � pU:Uf, gq � pf, gq, @f, g P V，故
U 为酉算符。反之，若 U 为酉算符，则 @f, g P V 有

0 � pUf,Ugq � pf, gq � pU:Uf, gq � pf, gq � ppU:U� δqf, gq

取 g � pU:U�δqf，则 0 � pg, gq，故 g � 0，即 pU:U�δqf � 0 @f P V，从而 U:U � δ。

选定 V 的一个正交归一基底 teiu 后，V 上任一算符 A 可用矩阵表示，其矩阵元定义

为29

Aij � pei, Aejq

由上式得

Aij � pA:ei, ejq � �pej, A:eiq � �
A
:
ji

所以，若以 A 和 A: 分别代表算符 A 和 A: 在同一基底的矩阵，以 �AT 代表 A 的转置矩阵

的矩阵元都取复数共轭所得的矩阵，则

A: � �AT
定理 7.19. 算符 U 为酉算符的充要条件是其在正交归一基底下的矩阵 U 满足矩阵等式

U�1 � U:,即U�1 � �UT
证明. 前述酉算符满足的算符等式在正交归一基底下对应于矩阵等式 U:U � I 故 U�1 �
U:。

定义 7.23. 满足上式的复矩阵 U 称为酉矩阵（或幺正矩阵）。

注 7.13. 如果 V 为实矢量空间，则 U�1 � U: 成为 U�1 � UT，即 U 为正交矩阵。所以酉

矩阵可看作正交矩阵在复矩阵的推广。

定理 7.20. 设 U 为酉矩阵，则

detU � eiϕ（其中 ϕ P R），即 | detU| � 1

证明. 对前述矩阵等式取行列式得 1 � pdet �UT qpdetUq � �pdetUqpdetUq，得证。

定义 7.24. 令 Upmq � tm 维内积空间 V 上的酉算符u � tm�m酉矩阵u，以复合映射（或
矩阵乘法）为群乘法，则不难验证 Upmq 是李群，称为酉群（或幺正群）。

29可以证明，这样定义的矩阵满足如下两个条件： 1⃝ A 是零算符当且仅当其矩阵 A 为零矩阵； 2⃝ 算符 AB 的矩阵为算符

A 的矩阵与算符 B 的矩阵的乘积 AB。
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例 7.9. （酉群 Up1q）选 1 维复矢量空间 C 作为 V 并按下式定义内积使成为内积空间：

pf, gq� f̄g, @f, g P C（容易验证满足内积定义各条件）

复数 U P C 可看作 C 上的线性算符，它作用于任一 f P C 的结果定义为复数乘积 Uf。易

证 U 为酉算符当且仅当 |U| � 1，所以 C 上全体酉算符的集合是复平面上的单位圆。可见
李群 Up1q 的流形是一个圆周，是个紧致的连通流形（连通性的证明见下文定理）。

定义 7.25. 复方阵 A 称为厄米的，若 A: � A；A 称为反厄米的，若 A: � �A。

注 7.14. 1⃝ 对实方阵，厄米就是对称；反厄米就是反称。 2⃝ 易证：A 为厄米 ô iA 为反厄
米。

与 GLpmq 群的李代数 glpmq 同构于全体 m�m 实矩阵构成的李代数类似，GLpm,Cq
群的李代数 glpm,Cq 同构于全体 m�m 复矩阵构成的李代数，即

glpm,Cq � tm�m复矩阵u（等号代表李代数同构）

定理 7.21. 酉群 Upmq 的李代数

upmq � tA P glpm,Cq | A: � �Au � tm�m反厄米矩阵u

证明. 与正交群对应的定理证明类似，只须把 ZT ptq 和 AT 分别改为 U:ptq 和 A:。

定理 7.22.
dimUpmq � dim upmq � m2

证明. A P upmq是有m2个复元素的矩阵，由 2m2个实数决定。但A的反厄米性Aij � �Āji
导致 m2 个实方程，理由是： 1⃝ 反厄米性要求对角元为虚数，故每个对角元的反厄米条件

相当于一个实方程（实部 � 0），因而所有对角元提供 m 个实方程； 2⃝ 反厄米性使每

对非对角元提供 2 个实方程，而非对角元共有 pm2 � mq{2 对，故全部非对角元共提供
2� pm2 �mq{2 � m2 �m 个方程。可见 2m2 个实数要受 m2 个实方程限制，只有 m2 个

独立。

例 7.10. （李代数 up1q）由第一个例子得知李群 Up1q 可表为 Up1q � te�iθ | θ P Ru，其中
e�iθ � Expp�iθq 可看作以 θ 为参数的单参子群（等于 Up1q 自身），相应的李代数元为

A � d
dθ

����
θ�0

e�iθ � �i P up1q（不难验证 A 的确满足 A: � �A）

以 A 为基矢生成的 1 维（实）矢量空间就是 up1q，故 up1q � t�iα | α P Ru

酉矩阵满足的 detU � eiϕ 和正交矩阵满足的 detZ � �1 很不一样。这同如下事实密
切相关：
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定理 7.23. 与 Opmq 群相反，酉群 Upmq 是连通流形。

证明. 只须证明 @U P Upmq，存在连续曲线 γptq � Upmq 使 γp0q � I, γp1q � U。由线性代
数可知任意酉矩阵可用酉变换化为对角形，且对角元的模皆为 1。就是说，@U P Upmq, DW P
Upmq 使

WUW�1 � D

式中D为对角矩阵，对角元为 eiφ1 , � � � , eiφm（其中 φ1, � � � , φm P R）。设Φ是以 φ1, � � � , φm
为对角元的实对角矩阵，则可验证 D � ExppiΦq。由上式得

U �W�1DW �W�1pExppiΦqqW � ExppiW�1ΦWq

其中最末一步可参考前述证明中的类似处理。令 A � iW�1ΦW，则

A: � �AT � �iWTΦT pW�1qT � �iW�1ΦW � �A

表明 A 为反厄米矩阵，故 A P upmq。于是上式相当于 U � ExpA，可见 Upmq 中存在连
续曲线 γptq � ExpptAq 使 γp0q � I, γp1q � U。

注 7.15. 以上证明中的连续曲线 γptq 其实是单参子群，因此我们证明了比定理的结论更强
的结论：酉群的任一群元都属于某一单参子群。这一结论也适用于 SOpmq 群。然而并非任
一李群的含 e 的连通分支的任一群元都属于某一单参子群。例如

�
�1 1

0 �1

�
P GLp2q 就不

是。存在这样的定理：紧致的连通李群的指数映射是到上映射，这等价于任一群元都属于某

一单参子群。

Upmq 的子集 SUpmq � tU P Upmq | detU � 1u 是 Upmq 的李子群，称为特殊酉群。
同 Upmq 一样，SUpmq 也是紧致的连通李群。

定理 7.24. 设 A 为任意 m�m 矩阵，则

detpExpAq � etrA

证明. 设 fptq � detpExp tAq，则
d
dt
fptq � B

Bs
����
s�0

fpt� sq � B
Bs
����
s�0

rdetpExppt� sqAqs � B
Bs
����
s�0

rdetpExp tAq detpExp sAqs

� rdetpExp tAqs BBs
����
s�0

rdetpExp sAqs � rdetpExp tAqs trA � fptqtrA

其中第五步将在下行之后补证。由上式得 d ln fptq{dt � trA，加之 fp0q � det I � 1，有

fptq � eptrAqt。令 t � 1 便得上式。
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最后补证上式的第五步，即 d{ds|s�0rdetpExp sAqs � trA。设 X 为任意 m�m 矩阵，
Xij 是其矩阵元，εi1���im 代表 m 维 Levi–Civita 记号，则

detX � εi1���imXi11 � � �Ximm

取 X � ExppsAq � I� sA� s2A2{2!� � � �，有 Xij � δij � sAij � s2AikAkj{2!� � � �，故

Xij|s�0 � δij, d
ds

����
s�0

Xij � Aij

对前式求导并利用上式便可证得 d{ds|s�0rdetpExp sAqs � trA：

d
ds

����
s�0

detX � εi1���im
�

dXi11
ds

Xi22 � � �Ximm � � � � � Xi11Xi22 � � � dXimm
ds


����
s�0

� εi1���impAi11δi22 � � � δimm � � � � � δi11δi22 � � �Aimmq � pA11 � � � � �Ammq � trA

定理 7.25. 特殊酉群 SUpmq 的李代数

supmq � tA P upmq | trA � 0u � tm�m无迹反厄米矩阵u

证明.（A） 设 A P supmq，则 @t P R 有 ExpptAq P SUpmq，故 detpExp tAq � 1，根据上
述定理得 etrptAq � 1。因而 trptAq � i2kπ（其中 k � 0 或整数）。但 trptAq � tptrAq，
逼出 k � 0, trA � 0，即 A 为无迹矩阵。另一方面，由 A P supmq 易见 A P upmq，
故 A 为反厄米矩阵。

（B） 设 A 是无迹反厄米矩阵，则 @t P R，tA 也是无迹反厄米矩阵。反厄米性导致 tA P
upmq，从而 ExpptAq P Upmq。tA 的无迹性配以前述定理导致 detpExp tAq � 1，由
ExpptAq P Upmq 便知 ExpptAq P SUpmq。把 ExpptAq 写成级数式，求导便得曲线
ExpptAq � SUpmq 在 I 点的切矢 d{dt|t�0 ExpptAq � A。可见 A P supmq。

上述定理表明酉群 Upmq 与其子群 SUpmq 有不同的李代数。

定理 7.26.

dim SUpmq � dim supmq � m2 � 1

证明. supmq 是 upmq 的子代数：upmq 的元素 A 只当满足 trA � 0 才是 supmq 的元素。
A 的反厄米性使对角元为虚数，所以 trA � 0 只提供一个实方程，由此便知 dim supmq �
m2 � 1。
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7.5.5 Epmq 群（欧氏群）

m 维欧氏空间的等度规群称为欧氏群，记作 Epmq。欧式空间有最高对称性，所以
dimEpmq � mpm � 1q{2。以 Ep2q 为例。2 维欧氏空间有 3 个独立的 Killing 矢量场，
这使我们想到其上的等度规映射既有平移又有转动。先看平移。以 v⃗, a⃗ 代表欧氏空间的任

二点，则映射 v⃗ ÞÑ v⃗� a⃗ 称为平移，记作 Ta⃗，即

Ta⃗v⃗� v⃗� a⃗

取笛卡尔系使 x 轴沿 a⃗ 向。因为 Killing 场 B{Bx 对应的单参等度规群过任一点的轨道都是
平行于 x 轴的直线，而 Ta⃗ 对 v⃗ 的作用是让点 v⃗ 沿平行于 x 轴的直线移过距离 a，所以 Ta⃗

是该群的一元，因而是等度规映射。因为平移的复合还是平移（Ta⃗ � Tb⃗ � Ta⃗�b⃗ � Tb⃗ � Ta⃗），

所以 Tp2q � tTa⃗ | a⃗ P R2u 以复合映射为乘法构成群（而且是阿贝尔群）。又因 a⃗ 相当于 2

个实数，所以 dim Tp2q � 2。再看转动。因为 Killing 场 B{Bφ � �yB{Bx� xB{By 对应的单
参等度规群过任一点的轨道是以原点为心的圆周，不难看出绕原点转 α 角的映射 Zpαq 是
该群的一元，所以 Zpαq 也是等度规映射。集合 tZpαq | 0 ¤ α   2πu 正是李群 SOp2q。设 E

是 Ep2q 的任一元素，它把欧氏空间的原点 o⃗ � p0, 0q 映为点 a⃗，即 Eo⃗ � a⃗，则 T�a⃗Eo⃗ � o⃗，
故 T�a⃗E P Ep2q 是保持原点不动的等度规映射。可以证明，保原点的等度规映射要么是转
动，要么是反演，故 T�a⃗E P Op2q。记 Z � T�a⃗E，则 E � Ta⃗Z。可见 @E P Ep2q，存在唯一
的 Ta⃗ P Tp2q, Z P Op2q 使 E � Ta⃗Z，说明 E 可表为有序对 pTa⃗, Zq，因而作为集合或拓扑空
间有 Ep2q � Tp2q �Op2q。因为 Ep2q 的群乘法定义为映射的复合，所以 pTa⃗, Zq 对 v⃗ 的作

用表现为

pTa⃗, Zq⃗v � Ta⃗Zv⃗ � Zv⃗� a⃗

设 Ta⃗1
, Ta⃗2

P Tp2q, Z1, Z2 P Op2q，注意到

pTa⃗1
, Z1qpTa⃗2

, Z2q⃗v � pTa⃗1
, Z1qpZ2v⃗� a⃗2q � Z1pZ2v⃗� a⃗2q � a⃗1 � pTa⃗1�Z1a⃗2

, Z1Z2q⃗v

并把有序对 pTa⃗, Zq 简记作 pa⃗, Zq，则上式表明 Ep2q 的群元 pTa⃗1
, Z1q 与 pTa⃗2

, Z2q 间的乘法
为

pa⃗1, Z1qpa⃗2, Z2q � pa⃗1 � Z1a⃗2, Z1Z2q

同半直积群的定义对比可知 Ep2q 是 Tp2q 和 Op2q 的半直积群，其中 Z1 同态对应于 Tp2q
的自同构群 ApTp2qq 的元素 ψZ1

，它对 Tp2q 的作用为 ψZ1
a⃗2 � Z1a⃗2 @a⃗2 P Tp2q（请注意

Z1a⃗2 是 TZ1a⃗2
的简写。）于是

Ep2q � Tp2q bS Op2q

以上讨论的思路也适用于 Ep3q，因而也有

Ep3q � Tp3q bS Op3q
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表 7.1: 常用矩阵李群一览表
符号 李群名称 连通性 矩阵 维数 其李代数的矩阵

GLpmq 一般线性群（实） 不连通 m�m 可逆实矩阵 m2 m�m 任意实矩阵
GLpm,Cq 一般线性群（复） 连通 m�m 可逆复矩阵 2m2 m�m 任意复矩阵

SLpmq 特殊线性群（实） 连通
行列式为 1 的

m�m 可逆实矩阵 m2 � 1 m�m 无迹实矩阵

SLpm,Cq 特殊线性群（复） 连通
行列式为 1 的

m�m 可逆复矩阵 2m2 � 2 m�m 无迹复矩阵

Opmq 正交群 不连通 正交实矩阵
mpm� 1q

2
m�m 反称实矩阵

SOpmq 转动群

（特殊正交群）
连通

行列式为 1 的

正交实矩阵

mpm� 1q
2

m�m 反称实矩阵

Op1, 3q 洛伦兹群 不连通
4� 4 实矩阵 Λ

满足 η � ΛTηΛ 6
4� 4 实矩阵 A

满足 AT � �ηAη

L
Ò
� 固有洛伦兹群 连通

4� 4 实矩阵
Λ 满足 η � ΛTηΛ
detΛ � 1,Λ00 ¥ 1

6
4� 4 实矩阵 A

满足 AT � �ηAη

Upmq 酉群 连通 m�m 酉矩阵 m2 m�m 反厄米复矩阵

SUpmq 特殊酉群 连通
行列式为 1 的

m�m 酉矩阵 m2 � 1 m�m 反厄米无迹矩阵

7.5.6 Poincaré 群（庞加莱群）

4维闵氏时空的等度规群称为 Poincaré群，记作 P。闵氏时空的最高对称性导致 Poincaré
群是 10 维李群。沿着对 Ep2q 群的讨论思路，可知 Poincaré 群是 4 维平移群 Tp4q 与 6 维

洛伦兹群 L � SOp1, 3q 的半直积群。即

P � Tp4q bS L

具体说，以 a 代表闵氏时空起自原点的矢量，则 Ta P Tp4q。设 Ta1
, Ta2

P Tp4q，Λ1, Λ2 P L，
则有序对 pTa1

, Λ1q, pTa2
, Λ2q P Tp4q � L。把有序对简记作 pa1, Λ1q, pa2, Λ2q，按复合映射

得

pa1, Λ1qpa2, Λ2q � pa1 �Λ1a2, Λ1Λ2q

故 P 是 Tp4q 与 L 的半直积群。把上式的 L 改为 L
Ò
� 得到的 P 的子群称为固有 Poincaré 群，

记作 PP。
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7.6 李代数的结构常数

设 V 是李代数，则李括号 r, s : V � V Ñ V 是双线性映射。由 “张量面面观” 可知它
可以看作 V 上的一个 p1, 2q 型张量。把这一张量记作 Ccab（a, b, c 代表矢量空间 V 的抽

象指标），便有

rv, usc � Ccabvaub, @va, ub P V

由上式定义的张量 Ccab 称为李代数 V 的结构（常）张量。阿贝尔李代数的结构常张量显

然为零。可以证明，连通李群为阿贝尔群当且仅当其李代数为阿贝尔李代数。

定理 7.27. 李代数的结构张量 Ccab 有以下性质：

（a） Ccab � �Ccba

（b） CcarbC
a
des � 0

证明. 由 rv, usa � �ru, vsa 易见第一条成立。利用李括号满足的雅克比恒等式可证明第二
条也成立。

设 tpeµqau 是 V 的任一基底，则

reµ, eνsc � Ccabpeµqapeνqb � Cσµνpeσqc

上式的 Cσµν 称为李代数 V 的结构常数。与结构张量 Ccab 不同，结构常数 Cσµν 除依赖

李代数本身外还依赖于对基底的人为选择。基底变换时结构常数按张量分量变换律变换。李

氏的一个基本定理断言：给定一组满足以下两条件的常数 Cσµν： 1⃝ Cσµν � �Cσνµ； 2⃝
CσµrνC

µ
ρτs � 0，必存在李群，其李代数以 Cσµν 为结构常数。

例 7.11. 李群 R2 的李代数的结构张量。
把 R2 的每点看作从 p0, 0q 点出发的一个矢量，以矢量加法为群乘法，则 R2 是以 p0, 0q

点为恒等元 e 的 2 维李群。易见这是阿贝尔群。可以证明： 1⃝ 过 e 的每一个直线是一个单

参子群； 2⃝ R2 上任一左不变矢量场 Ā 满足 BaĀb � 0（其中 Ba 是自然坐标系的普通导数
算符）。等价地，Ā 的积分曲线族是平行直线族30。由 2⃝可知任意两个左不变矢量场 Ā，B̄

的对易子为零31：rĀ, B̄s � 0，故结构张量 Cabc � 0。这是当然的，因为 R2 是连通的阿贝
尔李群，其李代数自然是阿贝尔代数。类似地可定义李群 Rn，它当然也是阿贝尔群，其李
代数也是阿贝尔李代数。

例 7.12. 李代数 sop3q 的结构张量。
30考虑任一左不变矢量场过 e的不可延积分曲线，在这种情况下，它就是 R2 的单参子群，即过 e的一条直线。因此，Āγpsq �

d
dt

��
t�s

γptq。设 γptq � pta, tbq（即其斜率为 b{a），则 Āγpsq � pa,bq。因此，BaĀb 的坐标分量 BĀν{Bxµ � 0。
31ru,vsµ � uνBνvµ � vνBνuµ � 0
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前已证明 dim sop3q � 3。为求得 sop3q 的 3 个基矢，可借用 SOp3q 群的 3 个典型的单

参子群，它们分别由绕 x 轴、y 轴和 z 轴的转动组成，以转角 α 为参数，则三个单参子群

的矩阵依次为

Zxpαq �

���1 0 0

0 cosα � sinα
0 sinα cosα

��� , Zypαq �
��� cosα 0 sinα

0 1 0

� sinα 0 cosα

��� , Zzpαq �
���cosα � sinα 0

sinα cosα 0

0 0 1

��� ,
（容易验证它们满足单参子群的条件，如 ZzpαqZzpβq � Zzpα� βq）每一子群在恒等元 I 的

切矢给出 sop3q 的一个元素（该单参子群的生成元），分别是

A1 � d
dα

����
α�0

Zxpαq �

���0 0 0

0 0 �1
0 1 0

��� ,

A2 � d
dα

����
α�0

Zypαq �

��� 0 0 1

0 0 0

�1 0 0

��� ,
和

A3 � d
dα

����
α�0

Zzpαq �

���0 �1 0

1 0 0

0 0 0

���
A1, A2, A3 显然线性独立，因而构成 sop3q 的一个基底。注意到矩阵李群的李代数的李括号
等于矩阵对易子，就不难验证这 3 个基矢中任意两个的李括号为

rA1, A2s � A3, rA2, A3s � A1, rA3, A1s � A2
即 rAi, Ajs � εkijAk, i, j, k � 1, 2, 3 其中 εkij 是 Levi–Civita 记号。可见 sop3q 在基底
tA1, A2, A3u 下的结构常数是 εkij。

例 7.13. 洛伦兹李代数 op1, 3q 的结构张量。
仿照上例的做法，先写出固有洛伦兹群 L

Ò
� 的 6 个典型的单参子群的矩阵：������

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 cosα � sinα
0 0 sinα cosα

������ ,
������
1 0 0 0

0 cosα 0 sinα
0 0 1 0

0 � sinα 0 cosα

������ ,
������
1 0 0 0

0 cosα � sinα 0

0 sinα cosα 0

0 0 0 1

������ ,
������

ch λ � sh λ 0 0

� sh λ ch λ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

������ ,
������

ch λ 0 � sh λ 0

0 1 0 0

� sh λ 0 ch λ 0

0 0 0 1

������ ,
������

ch λ 0 0 � sh λ
0 1 0 0

0 0 1 0

� sh λ 0 0 ch λ

������
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其中前 3 个代表 4 维闵氏时空中的空间转动，后 3 个代表伪转动。把它们的生成元分别记

作 r1, r2, r3 和 b1, b2, b3，则由求导可得

r1 �

������
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 �1
0 0 1 0

������ , r2 �
������
0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 �1 0 0

������ , r3 �
������
0 0 0 0

0 0 �1 0

0 1 0 0

0 0 0 0

������ ,

b1 �

������
0 �1 0 0

�1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

������ , b2 �
������
0 0 �1 0

0 0 0 0

�1 0 0 0

0 0 0 0

������ , b3 �
������
0 0 0 �1
0 0 0 0

0 0 0 0

�1 0 0 0

������
易见 op1, 3q 的这 6 个元素线性独立，因而构成一个基底。不难验证它们的李括号满足下式

（它的某些重要后果将在第 9 节讨论）：

rri, rjs � εkijrk, rbi, rjs � εkijbk, rbi, bjs � �εkijrk, i, j, k � 1, 2, 3

李代数 op1, 3q 在基底 tr1, r2, r3, b1, b2, b3u 下的结构常数可从上式读出。引入符号 lµν

（µ, ν � 0, 1, 2, 3 且 lµν 反称），其含义为

l01 � b1, l02 � b2, l03 � b3, l12 � r3, l23 � r1, l31 � r2

则不难验证前式可统一表为下式：

rlµν, lρσs � ηµρlνσ � ηνσlµρ � ηµσlνρ � ηνρlµσ

每一个 lµν 可看作一个反称实矩阵，矩阵元可表为

plµνqαβ � �δαµηβν � δανηβµ

例 7.14. 特殊酉群 SUp2q 的李代数 sup2q 的结构张量。
前面已知 dim sup2q � 3，且 sup2q 的元素是 2� 2 无迹反厄米矩阵。大家熟知的 3 个

泡利矩阵 τ1 �
�
0 1

1 0

�
, τ2 �

�
0 �i
i 0

�
, τ3 �

�
1 0

0 �1

�
是无迹厄米矩阵，乘以 i 就是无迹

反厄米矩阵，而且互相线性独立，可充当 sup2q 的基底。为了得到简单的结构常数，我们不
用 i 而用 �i{2 乘以泡利矩阵，从而得到 sup2q 的如下 3 个基矢：

Ei � �iτi{2, i � 1, 2, 3

不难验证

rE1, E2s � E3, rE2, E3s � E1, rE3, E1s � E2
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即

rEi, Ejs � εkijEk, i, j, k � 1, 2, 3
这表明 sup2q 在基底 tE1, E2, E3u 下的结构常数与 sop3q 在基底 tA1, A2, A3u 下的结构常
数相同。（如果以 i 而不是 �i{2 乘泡利矩阵，则结构常数将不满足上式。）令线性映射
ψ : sup2q Ñ sop3q 满足 ψpEiq � Ai（i � 1, 2, 3），就可看出 ψ 保李括号，所以是 sup2q 与
sop3q 之间的李代数同构。应该注意，虽然 sup2q 的元素是复矩阵，但 sup2q 仍是实的 3 维

矢量空间：只有以实数为组合系数才能确保所构成的线性组合仍在 sup2q 之内。
sup2q 与 sop3q 同构并不意味着 SUp2q 与 SOp3q 同构。事实上，不存在 SUp2q 与 SOp3q

之间的同构映射，但存在 2 对 1 的李群同态映射 π : SUp2q Ñ SOp3q，即 SUp2q 的两个不
同群元对应于 SOp3q 的一个群元。前面说过，一个李群决定唯一的李代数，但一个李代数
并不决定唯一的李群（除非待定的是单连通李群）。SUp2q 与 SOp3q 的关系是这一重要结论
的一个很好的例子：

sup2q � sop3q ÷ SUp2q � SOp3q
SUp2q 与 SOp3q 都是连通流形，但可以证明 SUp2q 是单连通流形而 SOp3q 不是。正是这一
非单连通性使 SUp2q � SOp3q。与此类似，群 SLp2,Cq 与固有洛伦兹群 L

Ò
� 有相同李代数，

但两群只同态不同构。存在 2 对 1 的李群同态映射 π : SLp2,Cq Ñ L
Ò
�。

7.7 李变换群和 Killing 矢量场

把流形M 上的单参微分同胚群 ϕ : R�MÑM 中的 1 维阿贝尔李群 R 推广为任意李
群 G 便有如下定义

定义 7.26. 设 G 是李群，M 是流形。C8 映射 σ : G�MÑM 称为 M 上的一个李变换

群，若

（a） @g P G,σg : MÑM 是微分同胚；

（b） σgh � σg � σh, @g, h P G

容易验证 tσg | g P Gu以映射的复合为群乘法构成群，恒等元就是从M到M的恒等映

射（等于 σe，其中 e为 G的恒等元），且 pσgq�1 � σg�1 @g P G。有些文献把 tσg | g P Gu称
为李变换群（我们有时也用这一称谓），有些则把 G称为李变换群。@p PM，有 σp : GÑM。

σp 和 σg 都是由 σ 诱导出的映射，三者关系为

σppgq � σpp, gq � σgppq, @g P G,p PM

李群按定义是一个高度抽象的概念，而李变换群却比较具体：它的群元 σg 是流形 M

上的点变换（微分同胚）。例如，抽象定义的李群 SOp3q 若借用一个 2 维球面 S2 来想象就
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变得具体：每一 g P SOp3q 对应于 S2 上这样一个点变换，它让 S2 的每点绕过球心的同一

轴转同一角。事实上，上述定义的条件（b）保证存在从李群 G � tgu 到李变换群 tσgu 的
同态映射，所以后者的确可看作前者的具体化，于是有以下定义：

定义 7.27. 从李群 G � tgu 到李变换群 tσg : MÑM | g P Gu 的上述同态映射 GÑ tσgu
称为 G 的一个实现，M 称为实现空间。若此同态为同构，则称为忠实实现。

注 7.16. 因为每一 g P G 对应于一个左平移映射 Lg : G Ñ G（看作 σg : M Ñ M，其中

M � G），所以映射 GÑ tLg | g P Gu 是 G 的一个实现（实现空间就是 G 本身），而且是

忠实实现。

定义 7.28. 李群 G在流形M上的一个实现 GÑ tσgu称为 G的一个表示，若M是矢量空

间且 σg : MÑM（@g P G）是线性变换。这时称 M 为表示空间。往往也把映射 GÑ tσgu
的像 tσgu 称为 G 的表示（但应注意不同映射有相同像的情况）。若忠实实现是表示，则称

为忠实表示。

注 7.17. 1⃝ 可见 G 的每一表示 tσgu 可看作一个矩阵群。 2⃝ 因为 S2 不是矢量空间，把

SOp3q的群元看作 S2 上的转动这种对应关系只是实现而非表示。但若选M � R3，则 SOp3q
的每一群元对应于 R3 上的这样一个微分同胚，它让每点绕过原点的同一轴转同一角。这种
对应关系就是一个表示，而且是忠实表示。

设 γ : R Ñ G 是 G 的、与 A P Ve 对应的单参子群，则 tγptq | t P Ru 是 G 中的曲线。

把群 tσg | g P Gu 中 g 的取值范围限制在曲线 γptq 上便得子集 tσγptq | t P Ru，其中每个
σγptq : M Ñ M 都是微分同胚，而且 σγptq � σγpsq � σγpt�sq，可见 G 的每一单参子群决定

M 上的一个单参微分同胚群 tσγptq | t P Ru。我们想找出与之对应的 C8 矢量场（记作 ξ̄）。

因为 ξ̄ 的积分曲线与单参微分同胚群 tσγptq | t P Ru 的轨道重合，所以 @p P M，ξ̄ 等于
过 p 点的轨道在 p 点的切矢。群 tσγptq | t P Ru 过 p 的轨道是点集 tσγptqppq | t P Ru，而
σγptqppq � σpγptq, pq � σppγptqq，于是

ξ̄p � d
dt

����
t�0

σppγptqq � σp�
d
dt

����
t�0

γptq � σp�A

可见，给定李变换群 σ : G�MÑM后，G的李代数 Ve 的每一元素 A对应于M上的

一个 C8 矢量场 ξ̄，故有映射 χ : Ve Ñ tξ̄u。为理解 tξ̄u的意义，先看一类特殊情况：M是带
度规 gab 的流形，G是 pM,gabq的等度规群，李变换群 σ : G�MÑM的每一 σg : MÑM

是等度规映射。这时 G 的每一单参子群 γptq 产生的单参微分同胚群 tσγptq | t P Ru 升格为
单参等度规群，其轨道的切矢 ξ̄ 就是 pM,gabq 上的 Killing 矢量场，即 tξ̄u � K （K 代

表 pM,gabq 上全体 Killing 场构成的矢量空间），故 χ 可看作映射 Ve Ñ K （可证其为线

性映射）。以矢量场对易子为 K 的李括号，则 K 成为李代数，且可证明 χ : Ve Ñ K 对

李括号保到只差一个负号的程度：

χprA,Bsq � �rχpAq, χpBqs, @A,B P Ve
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用下式定义新映射 ψ : Ve Ñ K ：

ψpAq � �χpAq, @A P Ve

则易见 ψ 保李括号，即

ψprA,Bsq � rψpAq, ψpBqs, @A,B P Ve

故 ψ 是李代数同态。如果每个 Killing 场都是完备矢量场，则每个都产生单参等度规群，故
等度规群 G（因而 Ve）与 K 维数相同，ψ : Ve Ñ K 是李代数同构。反之，不完备 Killing
场的单参等度规群 tϕ : M Ñ Mu 是只含恒等元的 0 维（而不是 1 维）李群，因为无论参

数 t 取何值（只要非零），总有 p P M 使 p 在 ϕt 下无像。于是 dimG 减少而 dim K 不

变，导致 dimG � dimVe   dim K ，意味着 Ve 与 K 只同态不同构。下面是简单特例：把

pR2, δabq 的一半（连边）挖去，则除了平行于切痕的那些平移 Killing 场之外的 Killing 场
（含旋转 Killing 场）都不再完备，故 dimG � dimVe � 1（而 dim K 仍为 3）。于是有

定理 7.28. pM,gabq 的等度规群的李代数 Ve 同构于其上全体 Killing 场的集合 K 的李子

代数；当每一 Killing 场都完备时 Ve � K （李代数同构）

利用 Killing 场的对易子可方便地求得等度规群的李代数的结构常数，我们只举例说明
Ve 同构于 K 时的计算过程（略去抽象指标）。

例 7.15. 3 维欧氏空间 pR3, δabq 中的 2 维球面 pS2, habq（其中 hab 是 δab 的诱导度规）

的等度规群是 SOp3q。pS2, habq 上的全体 Killing 矢量场的集合 K 是 3 维李代数，不难验

证

ξ1 � sinφpB{Bθq � cot θ cosφpB{Bφq
ξ2 � � cosφpB{Bθq � cot θ sinφpB{Bφq
ξ3 � �B{Bφ

满足 Killing 方程，可选作 K 的一组基矢。对易子的计算表明

rξ1, ξ2s � ξ3, rξ2, ξ3s � ξ1, rξ3, ξ1s � ξ2

这可看作李代数 sop3q 的结构常数表达式。以 A1, A2, A3 代表 sop3q 的一组基矢，则由
ψpAiq � ξi（i � 1, 2, 3）定义的映射 ψ : sop3q Ñ K 正是前述的 ψ，由上述定理可知它是

李代数同构。

例 7.16. 作为 2 维欧氏空间的等度规群，欧氏群 Ep2q 的李代数 ep2q 同构于 pR2, δabq 上
全体 Killing 矢量场的集合 K 。设 tx, yu 是笛卡尔系，则

ξt1 � � B
Bx, ξt2 � � B

By, ξr � y
B
Bx � x

B
By
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是独立的 Killing 矢量场，可充当 K 的一组基矢。简单的对易子的计算表明

rξt1 , ξt2s � 0, rξr, ξt1s � ξt2 , rξr, ξt2s � �ξt1

这可看作李代数 ep2q 的结构常数表达式。

例 7.17. 作为 4 维闵氏时空的等度规群，Poincaré 群 P 的李代数 p 同构于 pR4, ηabq 上全
体 Killing 场的集合 K 。设 tt, x, y, zu 是任一洛伦兹系，则

ξt0 � � B
Bt , ξt1 � � B

Bx, ξt2 � � B
By, ξt3 � � B

Bz

ξr1 � z
B
By � y

B
Bz , ξr2 � x

B
Bz � z

B
Bx, ξr3 � y

B
Bx � x

B
By

ξb1
� t BBx � x

B
Bt , ξb2

� t BBy � y
B
Bt , ξb3

� t BBz � z
B
Bt

是独立的 Killing 场，可充当 K 的一组基矢。简单的计算表明全部非零对易子为

rξri , ξrjs � εkijξrk , rξri , ξbj
s � εkijξbk

, rξbi
, ξbj

s � �εkijξrk , rξbi
, ξt0s � �ξti ,

rξri , ξtjs � εkijξtk , rξbi
, ξtis � �ξt0（不对 i 求和）, i, j, k � 1, 2, 3

上式也可浓缩地表为（其中 lµν 的含义参考前文）

rξlµν
, ξlρσ

s � ηµρξlνσ
� ηνσξlµρ

� ηµσξlνρ
� ηνρξlµσ

,

rξlµν
, ξtσs � ηµσξtν � ηνσξtµ , µ, ν, σ � 0, 1, 2, 3

7.8 伴随表示和 Killing 型

设 V 是 m（  8）维实矢量空间，令

L pVq � t线性变换ψ : V Ñ Vu � tV上p1, 1q型张量ψabu

则 L pVq 是 m2 维矢量空间，任选 V 的基底后又对应于 glpm,Rq。在 L pVq 上可自然定义
乘法：@ψ,φ P L pVq，其乘积 ψφ 定义为复合映射 ψ � φ P L pVq。由此又可自然定义李括
号映射

r, s : L pVq �L pVq Ñ L pVq
为

rψ,φs� ψφ�φψ, @ψ,φ P L pVq
从而使 L pVq 成为 m2 维李代数。

定义 7.29. 李代数同态映射 β : G Ñ L pVq 称为李代数 G 的表示。
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同一李群（或李代数）可有无数表示，本节的重点是介绍李群和李代数的伴随表示。根

据第一节，用群 G的每一元素 g P G可构造一个称为伴随同构的自同构映射 Ig : GÑ G。对

李群 G，这还是个微分同胚，因此是从 G到 G的李群同构。按定义，Igphq � ghg�1 @h P G，
所以 Igpeq � e，它在 e 点所诱导的推前映射（切映射）Ig�（是 Ig�e 的简写）是从 Ve 到

Ve 的映射，简记为 Adg，即 Adg � Ig�e。因 Ve 就是 G 的李代数 G，故 Adg : G Ñ G 是

G 上的线性变换。虽然 Ig 作用于 e 得 e，但作用于过 e 的曲线一般得另一曲线（两者在 e

点有不同切矢），故 Adg 作用于 A P G 未必得 A。

定理 7.29. 设 G 是李群 G 的李代数，则 @g P G,A P G 有

expptAdgAq � gpexp tAqg�1

证明. 令 γptq � expptAq, γ 1ptq � gpexp tAqg�1，则由单参子群的定义式 γpt�sq � γptqγpsq
易证 γ 1pt� sq � γ 1ptqγ 1psq，故 γ 1ptq 也是单参子群。注意到上式左边是由 AdgA 生成的单
参子群，为证此式只须证明两边在 e 点的切矢相同，证明如下：

右边的切矢 � d
dt

����
t�0

rgpexp tAqg�1s � d
dt

����
t�0

rIgpexp tAqs

� Ig�r d
dt

����
t�0

expptAqs � AdgA �左边的切矢

定理 7.30. 设 H 是李群 G 的正规子群，H 是 H 的李代数，则

AdgB P H , @B P H , g P G

证明. 由 B P H 可知 expptBq是 H的单参子群，由正规子群的定义又知 g expptBqg�1 � H，
于是上述定理表明 expptAdgBq 是 H 的单参子群，因而

AdgB P H

定理 7.31. 设 G 是李群 G 的李代数，则 @A,B P G 有

rA,Bs � d
dt

����
t�0

pAdexpptAqBq

注 7.18. AdexpptAqB 在 t 固定时是 e 点的矢量，在 t 变动时是 t 的、矢量取值的函数，等

式右边代表此函数的导函数在 t � 0 的值（仍是 e 点的矢量），即

rA,Bs � d
dt

����
t�0

pAdexpptAqBq � lim
tÑ0

1

t
pAdexpptAqB�Adexpp0qBq
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证明. 以 Ā, B̄ 分别代表 A,B P G 对应的左不变矢量场，ϕ : R�GÑ G 代表 Ā 产生的单参

微分同胚群，则 ϕtpeq � expptAq，即 B̄ϕtpeq � LexpptAq�B，因此

rA,Bs � rĀ, B̄se � pLĀB̄qe � lim
tÑ0

1

t
rpϕ�t�B̄qe � B̄es � lim

tÑ0

1

t
rϕ�t�B̄ϕtpeq � ϕ�0�B̄ϕ0peqs

� d
dt

����
t�0

rϕ�t�B̄ϕtpeqs �
d
dt

����
t�0

rϕ�t�LexpptAq�Bs � d
dt

����
t�0

rpϕ�t � LexpptAqq�Bs

另一方面，由 Ihpgq � hgh�1 又知 @g P G 有

IexpptAqpgq � expptAqg expp�tAq � ϕ�trexpptAqgs � ϕ�trLexpptAqpgqs � pϕ�t � LexpptAqqpgq

（其中第二步用到第四节末的定理。）所以 IexpptAq � ϕ�t � LexpptAq，代入上式便得

rA,Bs � d
dt

����
t�0

pIexpptAq�Bq � d
dt

����
t�0

pAdexpptAqBq

定理 7.32. 设 H 是连通李群 G 的连通李子群，H 和 G 分别是 H 和 G 的李代数，则 H

是 G 的正规子群当且仅当 H 是 G 的理想。

证明.（A） 因为 H 是 G 的正规子群，由前述定理知 AdexpptAqB P H ，结合上述定理就有

rA,Bs P H ，可见 H 是 G 的理想。

（B） 因为 H 是 G 的理想，故根据上述定理有 AdgB P H 。可以证明（略），只要 H 是连

通李群的连通李子群，则 @h P H, DB1, B2, � � � P H 使 h � pexpB1qpexpB2q � � �（有
限个指数之积）。所以

ghg�1 � gpexpB1qg�1gpexpB2qg�1 � � � � h1h2 � � � P H

其中 hn � gpexpBnqg�1 � exppAdgBnq P H,n P N。

注 7.19. 可见理想在李代数理论中的角色相当于正规子群在群论中的角色。

由推前映射的线性性可知 Ig� : G Ñ G 是 G 上的线性映射，故 Adg P L pG q。Ig : GÑ G

是微分同胚还保证 Ig� : G Ñ G 是同构映射32，当然有逆，所以

Adg P tG上可逆线性变换u � L pG q

既然每一 g P G 对应于一个 Adg，便有从 G 到 tG上可逆线性变换u 的映射，记作 Ad，即

Ad : GÑ tG上可逆线性变换u
32其实 Ig� : G Ñ G 不止是矢量空间同构而且是李代数同构。
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选定基底后 G 上的每个可逆线性变换对应于一个可逆矩阵，故 tG上可逆线性变换u 对应于
一个矩阵群（就是 GLpm,Rq，其中 m � dimpGq）。下面证明 Ad 是同态映射，因而是李群
G 的表示。

定理 7.33. Ad : GÑ tG上可逆线性变换u 是同态映射。
证明. 不难证明 @g, h P G 有 Igh � Ig � Ih，故

Adgh � Igh� � pIg � Ihq� � Ig� � Ih� � Adg � Adh

同态性于是得证。

定义 7.30. 同态映射 Ad : GÑ tG上可逆线性变换u 称为李群 G 的伴随表示。

至今已讲过三个与 “伴随” 有关的映射，即伴随同构 Ig : G Ñ G；伴随同构的切映射

Adg : G Ñ G；伴随表示 Ad : GÑ tG上可逆线性变换u。现在介绍第四个，即 adA : G Ñ G

（其中 A 不是群元而是代数元：A P G），定义为

adApBq� rA,Bs, @B P G

由李括号的线性性可知 adA : G Ñ G 有如下两个性质：

（a） @B1, B2 P G , β1, β2 P R 有 adApβ1B1 � β2B2q � β1adApB1q � β2adApB2q

（b） @A1, A2 P G , α1, α2 P R 有 adα1A1�α2A2
� α1adA1

� α2adA2

性质（a）表明 adA 是 G 上的线性变换，即 adA P L pG q，也可看作 G 上的 p1, 1q 型张量，
所以上式在补上抽象指标后又可用 G 的结构张量 Ccab 改写为

padAqcbBb � rA,Bsc � CcabAaBb, @Bb P G

从而给出张量 padAqcb 在甩掉作用对象 Bb 后的表达式

padAqcb � AaCcab
映射 adA（其中 A P G）虽不同于 Adg（其中 g P G），但两者有如下密切关系：

AdexppAq � ExppadAq

其中 ExppadAq 的含义是

ExppadAq � δ� adA � 1

2!
padAq2 � 1

3!
padAq3 � � � �

这可看作 G 上的 p1, 1q型张量等式，δ代表恒等映射（即 δab），padAq2 代表 padAqacpadAqcb
等等。因 adA 可看作抽象李代数 L pG q 的元素，ExppadAq 也可理解为 exppadAq，即李代
数 L pG q 相应的（单连通）李群上的指数映射。这一理解与用幂级数的理解等价。
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既然每一 A P G 对应于一个 adA P L pG q，便有从 G 到 L pG q 的映射（与 “伴随” 有
关的第五个映射），记作 ad : G Ñ L pG q，adA 的性质（b）表明 ad 为线性映射。由李括号
所满足的雅克比恒等式易证 adA 满足

adrA,Bs � adAadB � adBadA, @A,B P G

即 ad : G Ñ L pG q 保李括号，因而是同态映射。

定义 7.31. 同态映射 ad : G Ñ L pG q 称为李代数 G 的伴随表示。

注意到 tG上可逆线性变换u � L pG q，也可写 Ad : G Ñ L pG q。由 Ade : G Ñ G 是

恒等映射可知 Adpeq 是 L pG q 中的单位矩阵 I，故 Ad : G Ñ L pG q 在点 e 诱导出推前映

射 Ad� : Ve Ñ VI。注意到 Ve � G 以及矢量空间 L pG q 可与其中任一点的切空间（现在取
VI）认同，便有 Ad� : G Ñ L pG q，即映射 Ad� 与 ad 有相同的定义域和值域。下面证明它
们是相等的映射。

定理 7.34. 映射 Ad� : G Ñ L pG q 与 ad : G Ñ L pG q 相等。

证明. 只须证 Ad�A � adA @A P G，为此只须证 pAd�AqpBq � adApBq @A,B P G。因

Ad�A � Ad�r d
dt

����
t�0

expptAqs � d
dt

����
t�0

Adpexp tAq � d
dt

����
t�0

Adexp tA

故

Ad�ApBq � r d
dt

����
t�0

Adexp tAspBq � d
dt

����
t�0

pAdexp tABq � rA,Bs � adApBq

利用 G 的伴随表示可定义映射 K : G � G Ñ R 如下：

KpA,Bq� trpadAadBq, @A,B P G

其中 adAadB 表示两个线性变换的相继作用，也可用抽象指标表为

padAqacpadBqcb � padAadBqab

而 trpadAadBq 则代表 padAadBqaa，即 p1, 1q 型张量 padAadBqab 的迹。由上式可知 K 是

把 G 上两个矢量 A,B 变为一个实数的对称双线性映射，因而是 G 上的 p0, 2q 型对称张量，
在李代数理论中被称为 G 上的 Killing 型。由前述定理不难证明

KprA,Bs, Cq � KpA, rB,Csq, @A,B,C P G

提示：利用 tr 号内方阵顺序的可轮换性，例如 trpABCq � trpCABq � trpBCAq。
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上式也可借抽象指标表为

KpA,Bq � padAqabpadBqba � CacbCbdaAcBd

另一方面，KpA,Bq 又可用抽象指标表为 KcdA
cBd，与上式结合便得

Kcd � CacbCbda

Kab 的对称性使它有可能充当矢量空间 G 上的度规，但为此还须 Kab 非退化。可以证

明，Kab 非退化的充要条件是 G 为半单李代数。所以半单李代数 G 的 Killing 型 Kab 可

充当 G 的度规，称为嘉当度规。Kab 的号差原则上因 G 而异，不过物理中遇到的李代数的

Kab 多数是负定的，因而存在正交归一基底 tpEµqau 使 Kµν � KabpEµqapEνqb � �δµν。
嘉当度规 Kab 的一大用处是给结构常数 Cσµν 降指标，即可定义

Cρµν � KρσCσµν

定理 7.35. Cρµν � Crρµνs

证明. 下标本来就反称，故只须证 Cρµν � �Cµρν，即 KρσC
σ
µν � �KµσCσρν。注意到

KρσC
σ
µν � KpEρ, EσqCσµν � KpEρ, CσµνEσq � KpEρ, rEµ, Eνsq，只须证

KpEρ, rEµ, Eνsq � �KpEµ, rEρ, Eνsq

利用前述定理及 rEρ, Eµs � �rEµ, Eρs 立即得证。

李代数 G 的 Killing 型是用伴随表示 ad 定义的，但可自然推广到任何表示 β : G Ñ
L pG q。在 G 上定义对称双线性映射 K̃ : G � G Ñ R 如下：

K̃pA,Bq� trrβpAqβpBqs, @A,B P G

当 β 为伴随表示 ad 时 K̃ 回到 K。与 K 类似，K̃ 也可看作 G 上的 p0, 2q 型对称张量，故也
可记作 K̃ab。当李代数 G 及其表示 β 满足适当条件时 K̃ 非退化，这时就可充当 G 上的度

规，不妨称为广义嘉当度规。不难证明前述定理也适用于 K̃，即

K̃prA,Bs, Cq � K̃pA, rB,Csq, @A,B,C P G
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纤维丛及其在规范场论的应用

本附录大量用到李群和李代数的知识，阅读前最好先读前一章。由于种种原因，本章

（及前一章）的某些符号与本书他处的习惯不尽相同，例如，1⃝ 除少数地方外不用抽象指标，
以减轻表达式的外观复杂度。 2⃝ 曲线 ηptq 的切矢用 dηptq

dt
（或 dηptq{dt，或 pd{dtqηptq，

只在少数情况用 B{Bt）代表。此外，本章经常涉及丛流形 P 和底流形 M，它们的点分别用

p P P 和 x PM 代表；p P P 的切空间在本书他处都记作 Vp，但在本章中 Vp 另有含义，代

表 p 点切空间的竖直子空间。因此本章把 p P P 的切空间记作 TpP。类似地，x PM 的切
空间记作 TxM。这不但符合大多数文献的习惯，而且也合理，因为 M 的切丛在文献中统

一记作 TM, 点 x PM 的切空间既然对应于 x 上方的纤维，就对应于 TM 的一个子集，自
然应记作 TxM。

8.1 主纤维丛

8.1.1 主丛的定义和例子

定义 8.1. 李群 G 在流形 K 上的一个左作用是一个 C8 映射 L : G� KÑ K 满足：

（a） Lg : KÑ K 是微分同胚 @g P G；

（b） Lgh � Lg � Lh, @g, h P G

注 8.1. 与李变换群的定义比较可知李变换群 G�MÑM 就是 G 在 M 上的左作用。

定义 8.2. 李群 G 在流形 K 上的一个右作用是一个 C8 映射 R : K�GÑ K 满足：

（a） Rg : KÑ K 是微分同胚 @g P G；

（b） Rgh � Rh � Rg, @g, h P G

注 8.2. 仿照李变换群，也可以证明 Le 及 Re（其中 e 是 G 的恒等元）是恒等映射。

145
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下面大量用到李群 G 在某流形（主丛流形）P 上的右作用，即 R : P�GÑ P。我们将

把 Rgppq（其中 g P G,p P P）简记作 pg。

定义 8.3. 子集 tpg | g P Gu � P 称为右作用 R : P � G Ñ P 过点 p P P 的轨道。右作用
R : P �GÑ P 称为自由的，若 g � eñ pg � p @p P P。左作用的自由性和轨道仿此定义。
现在介绍主纤维丛的定义。这一定义对初学者有一定难度，我们先给出定义，再以加注

的方式详加解释。

定义 8.4. 主纤维丛由一个叫做丛流形的流形 P、一个叫做底流形的流形 M 和一个叫做结

构群的李群 G 组成，满足以下要求：

（a） G 在 P 上有自由右作用 R : P �GÑ P；

（b） 存在 C8 的、到上的投影映射 π : PÑM，满足

π�1rπppqs � tpg | g P Gu, @p P P

（c） 每一 x PM 有开邻域 U �M 及微分同胚 TU : π�1rUs Ñ U�G，且 TU 取如下形式：

TUppq � pπppq, SUppqq, @p P π�1rUs

其中映射 SU : π�1rUs Ñ G 满足

SUppgq � SUppqg, @g P G

注 8.3. 今后把主纤维丛简称主丛，并简记为 PpM,Gq，甚至简记为 P。

注 8.4. 投影映射 π : P Ñ M 一般不是一一映射，故逆映射 π�1 : M Ñ P 一般不存在。但

对子集 U � M 而言，π�1rUs � tp P P | πppq P Uu 有明确含义。同理，把 x P M 看作

M 的独点子集 txu P M，则 π�1rtxus 有意义（简记作 π�1rxs）, 称为点 x P M 上方的纤
维。注意到前述定义，条件（b）实际上就是要求任一点 p P P 的投影 πppq PM 上方的纤
维 π�1rπppqs 等于右作用 R 过点 p 的轨道。

注 8.5. 映射 R : P � G Ñ P 在给定 p P P 后诱导出映射 Rp : G Ñ P。既然 π�1rπppqs
是 R 过 p 的轨道，映射 Rp 的值域就只能是 π�1rπppqs � P，故也可把 Rp 更明确地写成

Rp : GÑ π�1rπppqs。令 x � πppq 以便把 Rp : GÑ π�1rπppqs 简记为 Rp : GÑ π�1rxs。可
以证明 Rp : GÑ P 是个嵌入映射，所以 G 的流形结构可被带到 π�1rxs 上，使 π�1rxs 成为
P 中的嵌入子流形，1而且 Rp : G Ñ π�1rxs 成为微分同胚。进一步自然要问：G 的群结构
是否也可被带到 π�1rxs 上？答案是肯定的。首先，Rppeq � p 使我们想到可选 p 作为待定

义李群 π�1rxs 的恒等元。其次，每一 p 1 P π�1rxs 对应于 G 的一个元素 g � R�1p pp 1q，故

p 1 � Rppgq � Rgppq � pg
1不难证明 π�1rxs 由此得到的微分（流形）结构与点 p P π�1rxs 的选择无关。还可证明 π�1rxs 是正则嵌入子流形。
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因而可借用 G 的群乘法给 π�1rxs 定义群乘法：

ppgq � pphq� ppghq, @pg, ph P π�1rxs

于是每一纤维都可看作 G 的一个李群同构版本。但必须注意：由于 p 点在 π�1rxs 上可以
任取（π�1rxs 中没有一点是天生与众不同的），在把 π�1rxs 定义为李群时不存在一种自然
的定义方式（取任意 p P π�1rxs 作为恒等元均可）。所以，与 G 不同，π�1rxs 不是一个自
然的李群，或说它不存在天生的群结构。它与 G 之间的李群同构映射 Rp 是 p 点依赖的。

注 8.6. 条件（c）保证每一 x PM 都有开邻域 U，其逆像 π�1rUs 与乘积流形 U�G 微分
同胚。在特殊情况下，这个 U 可能 “大” 到等于 M，这时 π�1rUs � P，于是 P 与乘积流

形 M�G 微分同胚，不妨写 P �M�G。这种可表为乘积流形的主丛称为平凡主丛。一般
主丛并不平凡，但条件（c）保证 π�1rUs 总与 U�G 微分同胚，所以说任何主丛都是局域
平凡的。由于微分同胚映射 TU 在此起关键作用，所以把 TU 称为一个局域平凡化，简称局

域平凡。

注 8.7. 条件（c）是对映射 TU 的要求。@p P π�1rUs，映射的像 TUppq 是 U� G 的一点，
即 U 的一点与 G 的一点构成的有序对 p
, 
q，由此不难理解前式右边写成 pπppq, SUppqq
的原因。括号中第一槽 πppq 表明 TUppq 的第一要素等于 p 的投影 πppq（p P π�1rUs 保证
πppq 的确是 U 的元素），第二槽则要灵活得多，它只规定第二要素是 p 在映射 SU 下的像，

而对映射 SU 的唯一要求是满足前述等式。

注 8.8. @x P U，把 SU 的定义域限制为 π�1rUs的子集 π�1rxs，便有微分同胚 SU : π�1rxs Ñ
G（以保证 TU 是微分同胚）。可见，选定一个局域平凡 TU 就选定了 π�1rxs 与 G 之间的一

个微分同胚映射，因而在 π�1rxs 上确定了一个 “特殊点”p̆U，满足 SUpp̆Uq � e P G。相应
于这个 p̆U 又有微分同胚 Rp̆U

: GÑ π�1rxs，不难证明映射 Rp̆U
与 SU : π�1rxs Ñ G 互逆，

即

SU � Rp̆U
: GÑ G是恒等映射

注 8.9. 设 PpM,Gq 是主丛，则不难证明如下的有用公式：

Rg � Rp � Rpg � Ig�1 , @p P P, g P G

其中，Ig�1 : GÑ G 是由 g�1 P G 构造的伴随同构。
例 8.1. 对任给的李群 G 和流形 M 总可按如下三步构造一个主丛：

（1） 选 P �M�G 为丛流形，则 P 的任一点都可表为 p � px, gq，其中 x PM,g P G。
（2） 定义自由右作用 R : P �GÑ P 为

Rhpx, gq� px, ghq, @x PM, h, g P G

（也可表为 px, gqh� px, ghq）
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（3） 定义投影映射为
πpx, gq� x, @x PM,g P G

以上三步足以保证 PpM,Gq 是个主丛，条件（c）自动满足，具体说，@x PM 都选 M 为条

件中的开邻域 U，从而 π�1rUs � π�1rMs �M�G，再把局域平凡 TU : π�1rUs Ñ U�G
定义为恒等映射便可。这样构造的主丛显然是平凡的。

设 PpM,Gq 是主丛，TU : π�1rUs Ñ U � G 和 TV : π
�1rVs Ñ V � G 是两个局域平

凡，且 U X V � H，则每一 p P π�1rU X Vs 在 G 中有两个像点，即 gU � SUppq 和
gV � SVppq，故 TUppq � px, gUq, TVppq � px, gVq。设 tU,V, � � � u 是 M 的一个开覆盖，以

Σ 代表 U � G,V � G, � � � 的非交并集（“非交” 是指 px, gUq P U � G 和 px, gVq P V � G
即使在 gU � gV 时也看作不同点），则 Σ 比 P 要 “大”，因为每一 p P P 在 Σ 中对应

不止一个像点。但只要把每点 p P P 在 Σ 的所有像点认同为一点，Σ 就可代表 P。由于

gU � SUppq, gV � SVppq，且 gU 和 gV 都是群元，所以

gU � gUgV�1gV � SUppqSVppq�1SVppq

（其中 SVppq�1 代表群元 SVppq 的逆元。）由此便引出如下定义。

定义 8.5. 设 TU : π�1rUs Ñ U�G 和 TV : π
�1rVs Ñ V �G 是主丛 PpM,Gq 的两个局域平

凡，UX V � H。映射 gUV : UX V Ñ G 称为由 TU 到 TV 的转换函数，若

gUVpxq � SUppqSVppq�1, @x P UX V（其中 p 满足 πppq � x）

注 8.10. 条件 πppq � x 表明 p P π�1rxs。在 π�1rxs 上取另一点 p 1（� p），它自然也满足
πpp 1q � x。如果用 p 1 代替上式的 p 后竟给出不同的 gUVpxq，则上式不能充当 gUV 的合

法定义。因此应验证由上式定义的 gUVpxq 的确与 p 的选择无关。设 p 1 是 π�1rxs 的另一
点，则因 p, p 1 P π�1rxs，必有 g P G 使 p 1 � pg，故

SUpp 1qSVpp 1q�1 � SUppgqSVppgq�1 � SUppqgrSVppqgs�1

� SUppqgg�1SVppq�1 � SUppqeSVppq�1 � SUppqSVppq�1

（其中第三步用到群元乘积之逆的计算法则，即 phgq�1 � g�1h�1。）可见上式是 gUV 的合

法定义。

定理 8.1. gUV 满足

（a） gUUpxq � e, @x P UX V；

（b） gVUpxq � gUVpxq�1, @x P UX V；

（c） gUVpxqgVWpxqgWUpxq � e, @x P UX V XW
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刚才讲过，要使非并交集 Σ 等于 P，应把 Σ 中由每点 p P P“裂变” 出来的各点（分别
属于 Σ 的各项 U � G,V � G, � � �）认同。更准确地可以定义一个等价关系 �：设 px, gq P
U�G, px 1, g 1q P V �G，当且仅当

x � x 1, g � gUVpxqg 1

时就说 px, gq 等价于 px 1, g 1q，记作 px, gq � px 1, g 1q。将 Σ 中所有等价的点认同，结果便是

P，记作 P � Σ{ �。数学上的等价关系必须具备三个性质，以现在的例子陈述就是：
（a） 反身性，即 px, gq � px, gq；
（b） 对称性，即 px, gq � px 1, g 1q ô px 1, g 1q � px, gq；
（c） 传递性，即 px, gq � px 1, g 1q, px 1, g 1q � px2, g2q ñ px, gq � px2, g2q
可以验证由上式定义的 � 的确是等价关系。
定理 8.2. 设 gUV 是从局域平凡 TU 到 TV 的转换函数，x P UX V。以 p̆U 和 p̆V 分别代

表由 TU 和 TV 在 π�1rxs 上确定的 “特殊点”，即

SUpp̆Uq � SVpp̆Vq � e P G
则

p̆V � p̆UgUVpxq
证明. p̆U, p̆V P π�1rxs 保证存在 g P G 使

p̆V � p̆Ug
则

gUVpxq � SUpp̆VqSVpp̆Vq�1 � SUpp̆Vqe � SUpp̆Ugq � SUpp̆Uqg � eg � g
代入上式便可得证。

定义 8.6. 设 PpM,Gq 是主丛，U 是 M 的开子集。C8 映射 σ : UÑ P 称为一个局域截面，

若

πpσpxqq � x, @x P U
注 8.11. 上式保证每点 x P U 在 σ 映射下的像都在纤维 π�1rxs 内。
定理 8.3. 局域截面与局域平凡之间存在自然的一一对应关系。

证明. 给定 TU : π�1rxs Ñ U � G 后每一 x P U 的纤维有一个特殊点 p̆U，满足 SUpp̆Uq �
e P G。把 p̆U 定义为 σpxq 便自然得到一个局域截面 σ : U Ñ P（光滑性是显然的）。反

之，给定 σ : U Ñ P 后，把每一 x P U 的像点 σpxq 作为待定义的 TU 的特殊点便可定义

TU : π�1rxs Ñ U � G。具体说，@p P π�1rUs 令 x � πppq，则 p 与 σpxq 属于同一纤维
π�1rxs，故存在唯一的 g P G 使 p � σpxqg，把 TUppq 定义为 px, gq 便可。
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